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摘 要

摘 要

随着数字技术的普及，各种设备产生的复杂多样数据呈爆炸式增长，且通常

缺乏高质量标注。近年来，基于深度学习技术的深度生成模型在理解和建模大规

模无标注数据任务中取得了一系列进展。给定训练数据，深度生成模型旨在通过

某种训练算法拟合数据分布，并通过某种推断算法采样新的数据或计算数据的对

数似然。这本质上对应了深度生成模型的基本问题：表达能力、训练难度、推断速

度与准度。根据采样过程对应映射的可逆性，深度生成模型可以被分为不可逆生

成模型和可逆生成模型。其中，不可逆生成模型训练难度较大，且通常难以进行

准确的似然推断；反之，可逆生成模型可以计算准确的似然，且表达能力和训练稳

定性都较好，因而在众多复杂高维数据建模任务中展现了优异的性能。

然而，不同种类的可逆生成模型的表达能力、训练难度和推断速度都存在瓶

颈，可逆生成模型仍存在一些亟待解决的关键基本问题。第一，模型表达能力与

推断速度之间存在取舍，推断速度较快的离散时间标准化流模型的表达能力受限。

第二，虽然连续时间标准化流模型的表达能力足够强，但是其最大似然训练的开

销较大，难以扩展至大规模数据。第三，扩散模型拥有较强的表达能力和较稳定

的训练过程，但其采样需要数百至数千次大型神经网络的串行函数调用，因而采

样过程较为低效。为解决上述关键问题，本文提出更强表达能力的可逆生成模型

和高效的训练与推断算法。本文的主要创新点如下：

• 针对离散时间标准化流模型表达能力受限的问题，提出了基于隐函数定义的

隐式标准化流模型。该模型具有利普希兹常数不受限的特性，其函数族严格

包含已有模型的函数族，因而表达能力严格强于同等规模的已有模型。

• 针对连续时间标准化流模型的最大似然训练开销较大的问题，提出了一种误

差可控的高阶去噪分数匹配算法，避免了连续时间标准化流模型所依赖的常

微分方程求解器的昂贵开销，使得其最大似然训练可以被高效地实现。

• 针对无条件扩散模型采样速度慢的问题，提出了一种快速、专用、无需训练

的高阶扩散常微分方程求解器，显著提升了无条件扩散模型的采样速度。

• 针对条件扩散模型的采样速度慢及少步采样不稳定的问题，提出了一种针对

引导采样的快速、无需训练的采样算法。该算法同时适用于扩散常微分方程

和扩散随机微分方程，显著提升了条件扩散模型的采样速度和稳定性。

关键词：可逆生成模型；标准化流模型；扩散模型；最大似然训练；快速采样
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Abstract

Abstract

With the proliferation of digital technology, the diverse and complex data generated

by various devices have exploded in growth, and they often lack high-quality annota-

tions. In recent years, deep generative models based on deep learning technologies have

made a series of advancements in understanding andmodeling large-scale unlabelled data.

Given training data, deep generative models aim to fit the data distribution through cer-

tain training algorithms and sample new data or calculate the logarithmic likelihood of the

data through certain inference algorithms. This essentially corresponds to the fundamen-

tal problems of deep generative models: expressive power, training difficulty, inference

speed, and inference accuracy. Based on the invertibility of the sampling process map-

ping, deep generative models can be divided into non-invertible generative models and

invertible generative models. The former is more challenging to train and usually strug-

gles to make accurate likelihood inferences. In contrast, the latter can compute accurate

likelihoods and have better expressive power and training stability, demonstrating supe-

rior performance in many complex high-dimensional data modeling tasks.

However, various types of invertible generative models have bottlenecks in their

expressive power, training difficulty, and inference speed. There are some critical fun-

damental problems still waiting to be solved with invertible generative models. First,

there is a trade-off between model expressive power and inference speed. Discrete-time

normalizing flows with faster inference speeds have limited expressive power. Second,

although continuous-time normalizing flows have sufficient expressive power, their max-

imum likelihood training is costly and hard to scale to large datasets. Third, diffusion

models possess expressive power and stable training processes, but their sampling re-

quires hundreds to thousands of sequential function evaluations of large neural networks,

making the sampling process inefficient. To address these key issues, this dissertation pro-

poses an invertible generative model with stronger expressive power and efficient training

and inference algorithms. The main contributions are summarized as follows:

• To address the limited expressive power of the discrete-time normalizing flows,

implicit normalizing flow is proposed, which is defined by an implicit function.

This model has an unrestricted Lipschitz constant, and its function family strictly

includes that of the original model, making its expressive power strictly stronger

II



Abstract

than the original model of the same scale.

• To address the high overhead of maximum likelihood training for continuous-time

normalizing flows, an error-bounded high-order denoising score matching algo-

rithm is proposed, which avoids the expensive overhead of the ordinary differential

equation solvers that continuous-time normalizing flows rely on, allowing for effi-

cient maximum likelihood training.

• To address the slow sampling speed of unconditional diffusion models, a fast, dedi-

cated, and training-free high-order ordinary differential equation solver is proposed,

which significantly improves the sampling speed of unconditional diffusion mod-

els.

• To address the slow sampling speed and the instability issue of conditional diffusion

models, a fast, untrained sampling algorithm for guided sampling is proposed. This

algorithm is applicable to both diffusion ordinary differential equations and diffu-

sion stochastic differential equations, which significantly enhances the sampling

speed and the stability of conditional diffusion models.

Keywords: invertible generative models; normalizing flows; diffusion models; maxi-

mum likelihood training; fast sampling
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∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) 概率分布 𝑞𝑡(𝒙𝑡)的分数函数
𝒔𝜃 由参数 𝜃定义的分数模型（score model）
𝝐𝜃 由参数 𝜃定义的噪声预测模型（noise-prediction model）

̂𝝐𝜃 噪声预测模型 𝝐𝜃 关于 𝜆换元后的函数
𝒙𝜃 由参数 𝜃定义的数据预测模型（data-prediction model）
𝒙̂𝜃 数据预测模型 𝒙𝜃 关于 𝜆换元后的函数
𝒥SM 加权分数匹配目标函数

𝒥DSM 加权去噪分数匹配目标函数

𝒪 大 O符号（big O notation，描述渐进上界）
∇(⋅) 求导（梯度）算子

∇ ⋅ (⋅) 散度算子

∇2(⋅) 二阶求导算子

𝒇 −1 函数 𝒇 的逆函数（inverse function）
𝐽𝒇 (⋅) 𝒇 的雅克比矩阵（Jacobian matrix）
Lip(⋅) 函数的利普希兹常数（Lipschitz constant）
‖ ⋅ ‖1 向量或矩阵的 𝐿1范数（𝐿1 norm）
‖ ⋅ ‖2 向量或矩阵的 𝐿2范数（𝐿2 norm）
‖ ⋅ ‖𝐹 矩阵的弗罗贝尼乌斯范数（Frobenius norm）
∘ 函数的复合（composition）
⊙ 向量的逐元素相乘（element-wise multiplication）
𝐴 ⫋ 𝐵 𝐴是 𝐵的真子集
det(⋅) 矩阵的行列式（determinant）
𝜎(𝐽) 矩阵 𝐽 的奇异值（singular value）
Id 恒等映射（identity mapping）
ℝ 实数空间
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ℝ+ 正实数空间

ℝ𝑑 𝑑 维的实数空间
𝐶1(ℝ𝑑 , ℝ𝑑) 所有 ℝ𝑑 到 ℝ𝑑 的一阶连续可微函数组成的集合

ℛ 单层残差标准化流模型的函数族

ℛℓ ℓ层残差标准化流模型的函数族
ℐ 单层隐式标准化流模型的函数族

𝒟 所有 ℝ𝑑 到 ℝ𝑑 的一阶连续可微的双向利普希兹连续（bi-
Lipschitz continuous）的可逆函数组成的集合

ℱ 𝒟中的单调递增函数组成的集合
ℬ𝑟 𝑑 维的半径为 𝑟的球的内部的点组成的空间
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第 1章 绪论

第 1章 绪论

1.1 研究背景及意义

在当今时代，数字技术的广泛传播引发了数据量的爆炸式增长。从智能手机

到可穿戴设备的每次交互，都为这股数据洪流增添了一份力量。而社交媒体平台

更是源源不断地产生由用户发布的文本、图片和视频等新数据。同样，物联网的

诞生也让众多传感器和智能设备不断从家庭、工厂或城市等多种环境中产生大量

数据。此外，零售、金融及其他领域的交易数据也为这个日益增长的数字信息库

添砖加瓦。这种随处可见的数据生成和获取，常被称为 “大数据”，其中蕴含着丰

富的信息等待被挖掘。

“大数据” 不仅指代大量的数据，还包括了它的复杂性和多样性。如何在合

理的时间内有效地管理、处理和理解这些数据，成为了信息时代最重要的难题。

近年来，深度学习（deep learning） [1-3]利用大规模的深度神经网络（deep neural

networks） [4-5]将复杂数据的信息进行充分压缩，并利用随机梯度下降（stochastic

gradient descent） [6-7]对神经网络的参数进行优化，从而实现了数据的高效建模与

理解。根据数据类别的不同，深度学习又可以被分为判别式建模（discriminative

modeling）[2]和生成式建模（generative modeling）[8]。判别式建模依赖于带有额外

标注的数据（例如图像的类别 [9]、物体的包围盒（bounding box）[10]等）进行训练，

目的是预测未知数据对应的标注，且在图像分类 [2]、物体检测与分割 [11-12]、语音

识别 [13-14]等领域取得了超过人类平均水平的性能。然而，为数据进行额外标注通

常是一件昂贵且耗时的事情，数据标注的速度远远慢于现代社会数据产生的速度，

因此判别式建模很难充分利用互联网上大规模的数据。相反，生成式建模无需额

外的数据标注，而是直接建模数据对应的分布，且可以充分利用互联网上的所有

数据，例如在互联网文本数据上大规模训练的生成模型 [3]可以在无需额外标注的

前提下对人类提问进行回答。基于生成式建模的范式和神经网络强大的表达能力，

深度生成模型（deep generative models）在高分辨率图像生成 [15]、语音合成 [16]、文

本对话系统 [17]等领域都取得了瞩目的进展，且可以完成如绘画 [18]、写诗 [19]等创

造性任务。因此，深度生成模型被认为是迈向通用人工智能的重大进展 [20-21]。

具体而言，给定空间 ℝ𝑑 上的 𝑑维数据 𝒙的分布 𝑝(𝒙)，深度生成模型旨在学习
（learning）由参数空间 𝛩中的参数 𝜃定义的模型分布（model distribution）𝑝(𝒙; 𝜃)，
使得该模型分布近似于数据分布 𝑝(𝒙)，并可以从 𝑝(𝒙; 𝜃)中推断（inference）以估计

数据的密度函数和生成新的数据。为了达到这一目标，不同的深度生成模型 𝑝(𝒙; 𝜃)
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第 1章 绪论

图 1.1 深度生成模型的基本问题

本质上都对应了以下三点基本问题：

1. 表达能力：即如何定义参数空间 𝛩及模型分布 𝑝(𝒙; 𝜃)，使得模型分布的函
数族尽可能包含数据分布。一般而言，参数空间 𝛩由神经网络结构决定，不同的
神经网络（如多层感知机 [1]、卷积神经网络 [22]、自注意力模型 [5]等）对应了不同

的参数空间 𝛩。而给定 𝜃 ∈ 𝛩 后，模型分布 𝑝(𝒙; 𝜃) 直接由深度生成模型的类型
决定。例如，显式（explicit）深度生成模型直接定义了 𝑝(𝒙; 𝜃)，包括自回归模型
（autoregressive models）[23-25]、变分自编码器（variational auto-encoders）[26-27]、标

准化流模型①（normalizing flows）（包括离散时间（discrete-time） [29-35]和连续时

间（continuous-time） [36-38]）、能量模型（energy-based models） [39-42]和扩散模型

（diffusion models）[43-45]；隐式（implicit）深度生成模型没有显式的 𝑝(𝒙; 𝜃)的表达
式，而是定义了从 𝑝(𝒙; 𝜃)中的采样过程，例如生成对抗网络（generative adversarial

networks）[8,46-47]。不同类型深度生成模型的表达能力往往不同。总体而言，深度

生成模型需要尽可能地提高模型的表达能力，以匹配复杂的数据分布。

2. 训练算法（训练难度）：即如何选择合适的目标函数 𝐿与算法，使得对于给
定的数据集 𝐷，算法可以求解出最优的参数 ̂𝜃：

̂𝜃 = argmin
𝜃∈𝛩

𝐿(𝐷; 𝜃). （1.1）

一般而言，𝐿会取某种分布之间的度量，用以匹配数据分布与模型分布，例如库尔

① “流”是指一系列简单映射的叠加 [28]，“标准化”是指模型旨在将数据经过一系列简单映射后得到的分布服
从标准高斯分布 [28]。一些工作也将该类模型称为 “基于流的生成模型”（flow-based generative models [29]）。
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贝克-莱布勒散度（Kullback-Leibler divergence，KL散度）。由于不同类型的深度生

成模型的表达能力不同，其训练难度（寻找到最优解的难度）也不同。例如，生成对

抗网络需要引入额外的判别器（discriminator）借助对抗训练（adversarial training）

来监督生成器（generator），但其训练很不稳定；变分自编码器需要引入额外的变

分后验（variational posterior）来最大化数据对数似然的下界；能量模型需要利用

分数匹配（score matching）来估计数据分布的分数函数（score function），但其在

低密度区域的训练难度很大 [48]；自回归模型由于缺乏对高维度数据的冗余信息的

先验，其在图像数据的训练难度通常远远大于其它生成模型 [25]；连续时间标准化

流模型需要在训练的每一步优化都借助常微分方程（ordinary differential equation）

求解器（solver），因此训练较慢；而离散时间标准化流模型可以高效地计算准确

的对数似然，因而可以简单地利用最大似然估计（maximum likelihood estimation）

准则进行训练，其训练难度通常较低；扩散模型只需要预测加噪数据的噪声，其训

练目标函数是一个非常简单且稳定的均方误差，因此容易扩展到高维数据 [44]。总

体而言，深度生成模型需要尽可能地设计稳定且易于扩展的训练算法，使得模型

可以高效地发挥其理论上的表达能力。

3. 推断算法（推断速度与准度）：即如何准确地计算给定数据 𝒙的对数似然
log 𝑝𝜃(𝒙)以及如何从模型分布 𝑝𝜃(𝒙)中采样得到新的数据。一般而言，由于不同类
型的深度生成模型的似然计算与采样过程不同，其推断的难度也有所不同。例如，

生成对抗网络、变分自编码器和离散时间标准化流模型都只需要首先采样隐变量

（latent variable），接着将其作为生成器的输入即可得到数据采样，因而采样速度很

快；但自回归模型、能量模型、扩散模型和连续时间标准化流模型都需要成百上千

步串行迭代来进行采样，因此推断速度很慢。此外，由于生成对抗网络和能量模型

无法计算数据的对数似然，而变分自编码器只能计算数据的对数似然的一个下界，

因而推断准度较低；但自回归模型、标准化流模型和扩散模型都可以准确计算数

据的对数似然。总体而言，深度生成模型需要尽可能地设计准确、快速的推断算

法，使得模型可以高效地应用于下游任务。

综上所述，已有深度生成模型的表达能力、训练难度、推断速度与准度之间

往往存在取舍，针对深度生成模型研究的核心目标为：稳定训练出表达能力强的

模型，且可以准确、快速推断，以用于诸多下游任务（例如数据的合成、编辑、增

广、压缩等）。具体而言，根据深度生成模型中隐变量和数据变量之间映射的种类，

深度生成模型可以被分为可逆生成模型（invertible generative models）和不可逆生

成模型（non-invertible generative models）。表 1.1给出了不同类型的深度生成模型

的表达能力、训练难度、推断速度与准度的研究现状比较，其中 ✓代表表达能力
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第 1章 绪论

表 1.1 不同深度生成模型的表达能力、训练难度、推断速度与推断准度的研究现状

表达能力 训练难度 推断速度 推断准度

不可逆生成模型

生成对抗网络 ✓ ○ ✓ ○

变分自编码器 ○ ○ ✓ ○

能量模型 ✓ ○ ○ ○

自回归模型 ✓ ○ ○ ✓

离散时间的 ○ ✓ ✓ ✓
标准化流模型 （第 3章）

可逆生成模型 连续时间的 ✓ ○ ○ ✓
（第 2章） 标准化流模型 （第 4章） （第 5、6章）

扩散模型
✓ ✓ ○ ✓

（第 5、6章）

强 /训练难度低 /推断速度快 /可精确推断似然；而○代表表达能力弱 /训练难度

高 /推断速度慢 /不可精确推断似然。可以发现，不可逆生成模型的训练难度都较

大，且往往无法进行准确的推断；然而，可逆生成模型的表达能力和训练稳定性都

较好，且都可以进行准确的推断，因此可逆生成模型在众多复杂高维数据的建模

任务中都有非常不错的表现（详见第 1.1.1节）。

具体而言，可逆生成模型通过学习由神经网络参数化的可逆映射，将复杂数

据分布映射到简单分布（例如标准高斯分布）。由于映射的可逆性，也可以先从

简单分布里采样，接着经过逆映射得到数据分布里的采样。可逆生成模型包括标

准化流模型和扩散概率模型 [43-45]，其中标准化流模型又可以被分为离散时间标准

化流模型 [29-35]和连续时间标准化流模型 [36-37,45]。可逆生成模型在许多任务上的

表现都很出色，例如图像生成 [49-50]、视频生成 [51]、文本到图像生成 [18]、语音合

成 [52-53]和无损压缩 [54]。

综上所述，可逆生成模型是一类具有前景的深度生成模型，其在建模大规模、

复杂、多样的数据分布上具有非常大的优势。

1.1.1 研究价值

可逆生成模型在复杂高维分布的建模任务中具有显著的优势，并且由于其可

逆的特性，该模型在高质量、高可控的数据生成中也具有较强的表现。图 1.2展示
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(a)文本到图像生成 [18] (b)文本到三维内容生成 [55]

(c)个性化图像生成 [56]
(d)异常检测 [57]

(e)可控分子生成 [58] (f)可控视频编辑 [59]

图 1.2 可逆深度生成模型取得的应用成果示例

了一些可逆生成模型目前取得的应用成果示例。例如，由于可逆生成模型可以准

确地计算数据的似然，该模型在异常检测 [57]、不确定性建模 [60]等任务中都可以借

助准确的似然评估来完成数据的不确定性度量与分析。此外，由于可逆生成模型

中的隐变量和数据变量之间的映射是可逆的，通过对给定数据对应的隐变量进行

编辑，可逆生成模型可以容易地完成复杂的编辑任务和可控生成，例如可控图像

生成 [61]、可控视频编辑 [59]和可控分子生成 [58]。此外，作为可逆生成模型的一种，

扩散模型在多模态数据上展现了较强的性能，其在文本到图像生成 [18]、个性化图

像生成 [56]和高质量的文本到三维内容生成 [55]任务中都有较高的生成质量。

综上所述，可逆生成模型在多种复杂高维数据的建模与生成任务中具有极强

的应用价值，且具有高度的可控性。因此，可逆生成模型的应用前景十分广阔。
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1.2 研究现状及难点

尽管可逆生成模型在许多生成任务中取得了成功，其对应的深度生成模型基

本问题并未完全解决。表 1.1总结了目前可逆生成模型的研究现状，其中可逆生成

模型的表达能力、训练难度和推断速度都存在瓶颈。本节针对当前可逆生成模型

研究现状及难点进行详细讨论。

表达能力。 尽管可逆生成模型可以进行准确的推断，但可逆性通常会带来模型

表达能力与推断速度的取舍。尽管离散时间标准化流模型的推断速度较快，但其

表达能力较为受限。具体而言，为了保证映射的可逆性，离散时间标准化流模型的

每一层映射一般都需要有特殊的结构限制。一个典型的限制是令映射的雅克比矩

阵的结构为特殊的对角结构 [30-32]或三角结构 [62]，以保证其对数行列式可以高效

地计算，但这样会限制模型的表达能力。为了解决这一问题，已有的许多工作都致

力于提升标准化流模型的表达能力。一种方式是在保证可逆的前提下尽量减少雅

克比矩阵的限制，例如设计雅克比矩阵易于计算的可逆映射及其专属的神经网络

架构 [29,35,63-65]；设计具有结构不受限的雅克比矩阵的可逆映射 [33-34,37]等；另一种

方式是打破可逆映射的维度限制，例如在更高维的空间中进行数据变换 [66-70]。然

而，这些方法得到的离散时间标准化流模型的表达能力仍然受限。

训练算法。 对于标准化流模型而言，由于连续时间标准化流模型由常微分方程

定义，尽管连续时间标准化流模型的表达能力优于离散时间标准化流模型，所有

前人工作 [36-37]在其最大似然训练时需要在训练的每一步迭代利用常微分方程求

解器来计算给定数据点的对数似然。然而，由于常微分方程求解器的求解通常需

要成百上千次神经网络的串行调用，这导致每一步训练的前向与反向计算都是离

散时间标准化流模型训练开销的成百上千倍，故连续时间标准化流模型的最大似

然训练开销较大。例如，前人工作 [45]中基于大型神经网络定义的连续时间标准化

流模型在评估单个数据点的对数似然需要花费 2到 3分钟，这导致连续时间标准
化流模型的训练难以扩展至大规模数据集。此外，Finlay等人 [71]发现，通过简单

地最大似然训练连续时间标准化流模型还可能会导致高度不光滑的常微分方程的

轨迹（trajectory），这种不光滑的轨迹也可能使得后续的采样和似然计算的时间成

本进一步增加。因此，如何高效稳定地基于最大似然估计准则来训练连续时间标

准化流模型，仍然是一个未知的问题。

推断算法。 扩散模型拥有较强的表达能力、较小的训练难度和准确的似然推断，

因此扩散模型在大规模多模态数据建模中取得了显著的成功 [15,18,72-74]。然而，扩
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散模型采样一个样本通常需要数百至数千次大型神经网络的串行函数调用（采样

步数），这比其它单步生成模型例如生成对抗网络或变分自编码器的采样速度慢得

多。这样低效的采样速度成为了扩散模型在下游任务应用的关键瓶颈。因此，如

何为扩散模型设计快速采样算法是该领域的核心问题之一。具体而言，现有的扩

散模型快速采样算法可被分为两类。第一类包括知识蒸馏 [75-76]和噪声水平或样本

轨迹学习 [77-80]。该类方法带来了不可忽略的甚至较为昂贵的额外训练开销，并且

适用性和灵活性都较为受限。例如，使用者需要做大量的额外调整以适应不同的

模型、数据集和采样步数。因此，该类方法难以大规模应用至下游任务。第二类为

无需训练的采样器 [81-83]，这些采样器简单且即插即用，适用于所有预训练的扩散

模型。具体而言，无需训练的采样器包括采用隐式 [81]或解析方差 [83]的生成过程、

更先进的微分方程求解器 [45,82,84-86]以及对采样时间点的动态规划 [80]。然而，这些

方法中最快的算法仍然需要大约 50次采样步数 [83]来生成高质量样本（指与普通

采样器通过约 1000次函数调用得到的生成质量相当），因此仍然耗时较久。综上
所述，如何对扩散模型进行高效采样，仍然是该领域一个亟待解决的问题。

1.3 研究内容与主要贡献

针对上述研究难点，本文对离散时间标准化流模型表达能力受限的问题、连

续时间标准化流模型最大似然训练困难的问题和扩散模型采样速度缓慢的问题进

行系统地分析，并提出更强表达能力的离散时间标准化流模型、针对连续时间标

准化流模型的高效稳定的训练算法和针对扩散模型的更高效快速的推断算法，以

改进可逆生成模型的性能。本文的研究内容和贡献可以总结为四个部分：

第一部分旨在提高离散时间标准化流模型的表达能力，提出了基于隐函数定

义的隐式标准化流模型。该部分主要的创新点为：由非线性方程的根隐式地定义

模型的可逆映射，从而推广了原有的标准化流模型。隐式标准化流模型基于残差

标准化流模型，在可计算性和表达能力之间达到了良好的平衡。理论分析表明，隐

式标准化流模型的函数空间具有利普希兹常数（Lipschitz constant）不受限的特性，

其函数族比残差标准化流模型的函数族更丰富，特别是在建模具有较大的利普希

兹常数的函数方面，因此表达能力严格强于已有模型。此外，基于隐式微分公式，

该部分的研究提出了一种可扩展的算法来训练和推断隐式标准化流模型。实验结

果表明，隐式标准化流模型在多种密度估计任务中的性能都优于基准线方法。该

部分的研究成果发表在 ICLR 2021 [87]上，并被评选为亮点论文（Spotlight，接收率

约 5.5%）。

第二部分旨在实现扩散常微分方程的高效最大似然训练，提出了一种误差可
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控的高阶去噪分数匹配算法。该部分的主要创新点是：通过分析分数匹配目标与

数据分布到扩散常微分方程分布的 KL散度之间的关系，提出可以通过最小化分

数模型的一阶、二阶和三阶分数匹配误差来控制 KL散度的上界。为最小化高阶分

数匹配的误差，该部分的研究进一步提出了一种误差可控的高阶去噪分数匹配算

法，使得高阶分数匹配误差可以由训练误差和低阶分数匹配误差共同限制，且分

数模型的全局最优解仍与扩散模型的原始训练目标相同。所提高阶去噪分数匹配

算法避免了连续时间标准化流模型所依赖的常微分方程求解器的昂贵开销，使得

其最大似然训练可以被高效地实现。实验证明，该部分所提高阶去噪分数匹配算

法可以极大地提高多个不同密度建模基准任务上扩散常微分方程的模型密度，使

扩散常微分方程在模拟数据和真实数据都获得最优的似然估计结果。该部分的研

究成果发表在 ICML 2022 [88]上。

第三部分旨在解决扩散模型采样速度慢的问题，提出了 DPM-Solver，一种快

速、专用、无需训练的扩散常微分方程求解器，只需要大约 10步左右的函数调用

就可以对扩散模型进行快速采样。该部分的主要创新点是：利用了扩散常微分方

程的半线性结构，并直接近似扩散常微分方程的精确解的简化表达式，该表达式由

噪声预测模型的指数加权积分组成。受指数积分器的数值方法的启发，该部分的

研究提出了一阶、二阶和三阶 DPM-Solver来近似噪声预测模型的指数加权积分，

并具有理论上的收敛保证。DPM-Solver可以应用于连续时间和离散时间的扩散模

型。多个数据集上的实验结果表明，DPM-Solver可以只用 10到 20次函数调用就

可以生成高质量的样本，并且与以前的最先进的无需训练的采样器相比可以实现

4到 16倍的加速。该部分的研究成果发表在 NeurIPS 2022 [89]上，并被评选为口头

报告论文（Oral，接收率约 1.7%）。

第四部分旨在解决条件扩散模型的采样速度慢及少步采样不稳定的问题，提

出了 DPM-Solver++，一种用于条件扩散模型的高效采样算法，能够同时适用于加

速扩散常微分方程和扩散随机微分方程的引导采样。DPM-Solver++基于数据预测

模型对应的参数化形式来求解扩散常微分方程，并可以直接采用多步法和阈值法

进一步稳定采样过程。实验结果显示，DPM-Solver++只需 15到 20步就可以生成

高质量的样本，极大地提升了条件扩散模型的采样速度和稳定性。该部分的研究

成果被主流的文到图生成模型 Stable Diffusion [15]应用为官方默认采样算法，在开

源社区产生了广泛的影响。

1.4 本文组织结构

本文的章节组织结构见图 1.3，共有 7个章节。
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图 1.3 本文的章节组织结构

第 1章介绍了本文的研究背景及意义，并概括了本文的主要研究内容和贡献。

第 2章介绍了本文研究工作的背景知识，主要包括离散时间标准化流模型、连

续时间标准化流模型和扩散模型的形式化介绍，其中扩散模型包括扩散随机微分

方程和扩散常微分方程，以及前人工作中的训练和推断算法。

第 3章提出了基于隐函数定义的隐式标准化流模型，并从理论上分析了该模

型函数族空间与已有模型函数族空间的关系，证明了在同等规模下所提模型的表

达能力严格强于已有模型，并且具有利普希兹常数不受限的特性，在多种数据集

的密度估计任务中都显著优于已有模型。

第 4章提出了一种误差可控的高阶去噪分数匹配算法，使得高阶分数匹配误

差可以由训练误差和低阶分数匹配误差共同限制，且分数模型的全局最优解仍与

扩散模型的原始训练目标相同，使得连续时间的标准化流模型以及扩散常微分方

程的最大似然训练可以被高效地实现。

第 5章提出了快速、专用、无需训练的扩散常微分方程求解器，该方法只需要

大约 10步左右的函数调用就可以对无条件扩散模型进行快速采样，与已有最先进
的无需训练采样器相比可以实现 4到 16倍的加速，显著提升了无条件扩散模型的
采样速度。

第 6章提出了用于条件扩散模型的高效采样算法，同时适用于加速扩散常微

分方程和扩散随机微分方程的引导采样。该方法只需 15到 20步就可以得到几乎
收敛的采样结果，显著提升了条件扩散模型的采样速度和少步采样的稳定性。

第 7章总结了本文的所有研究内容，并对未来的研究方向进行了展望。
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第 2章 背景知识

在介绍具体的研究内容之前，本章首先对可逆生成模型涉及的背景知识给出

详细的形式化说明，包括标准化流模型（normalizing flows）以及扩散模型（diffusion

models）。图 2.1阐述了标准化流模型和扩散模型的基本原理以及对应的可逆映射。

2.1 标准化流模型

标准化流模型是一类由可逆映射（invertible mapping）定义的深度生成模型。

由于映射的可逆性，其概率密度函数可以通过变量替换公式（change-of-variable

formula）显式地和准确地计算。根据可逆映射的种类不同，标准化流模型可以被

分为离散时间标准化流模型（discrete-time normalizing flows）和连续时间标准化流

模型（continuous-time normalizing flows）。本节给出这两种模型的详细定义以及常

见的训练方式。

本节首先给出标准化流模型的一般形式。具体而言，令 𝒙 ∈ ℝ𝑑 为 𝑑维实数空
间中服从未知数据分布 𝑞(𝒙)的随机变量，𝒛 ∈ ℝ𝑑 为 𝑑维实数空间中服从某个简单
分布 𝑝𝒛(𝒛)（例如标准高斯分布或均匀分布）的随机变量。标准化流模型通过参数
𝜃定义了一个可逆映射 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑，来将数据 𝒙转换为某个对应的隐变量（latent

variable）𝒛：

𝒛 = 𝒇(𝒙; 𝜃). （2.1）

由于 𝒇 的可逆性，标准化流模型进一步基于变量替换公式（change-of-variable for-

mula）定义模型分布 𝑝(𝒙; 𝜃):

log 𝑝(𝒙; 𝜃) = log 𝑝𝒛(𝒛) + log |det(𝐽𝒇 (𝒙))| , （2.2）

其中 𝐽𝒇 (𝒙)是 𝒇 在 𝒙处的雅克比矩阵（Jacobian matrix），det(𝐽𝒇 (𝒙))为该雅克比矩
阵的行列式（determinant）。基于式（2.2），标准化流模型的参数 𝜃 可以通过最大
似然估计（maximum likelihood estimation）的方式学习，即：

max
𝜃

𝔼𝑞(𝒙)[log 𝑝(𝒙; 𝜃)], （2.3）

其中对 𝑞(𝒙)的期望可以用训练数据集的蒙特卡洛采样（Monte Carlo sampling）来

估计。由于标准化流模型的对数似然 log 𝑝(𝒙; 𝜃)可以由式（2.2）准确地计算，因而

标准化流模型的训练较为简单且稳定。

此外，由于 𝒇 的可逆性，标准化流模型的采样（即随机采样 𝒙 ∼ 𝑝(𝒙; 𝜃)）也非
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(a)离散时间标准化流模型

(b)连续时间标准化流模型

(c)扩散模型

图 2.1 可逆深度生成模型（标准化流模型和扩散模型）的示意图

常容易，只需要首先采样 𝒛 ∼ 𝑝𝑧(𝒛)，再对 𝒛取逆变换即可获得 𝑝(𝒙; 𝜃)的采样：

𝒙 = 𝒇 −1(𝒛; 𝜃). （2.4）

综上所述，设计一个标准化流模型主要需要考虑与式 (2.1)、(2.2)和 (2.4)的计算相

关的三个要素：

1. 𝒇 是可逆映射，且 𝒇(⋅)易于计算；
2. 𝒇 的雅克比矩阵的对数行列式 log |det(𝐽𝒇 (𝒙))|易于计算；
3. 逆函数 𝒇 −1(⋅)易于计算。

2.1.1 离散时间标准化流模型

离散时间标准化流模型 [29-35]通过有限个可逆映射的复合来定义生成模型，其

中 “离散时间”表示该模型的计算过程是离散的有限次数。具体而言，离散时间标

准化流模型定义了一系列易于计算的简单可逆映射 𝒇1, ⋯ , 𝒇𝐿 来将数据 𝒙 转换为
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某个对应的隐变量 𝒛：

𝒙
𝒇1⟷ 𝒉1

𝒇2⟷ 𝒉2 ⋯
𝒇𝐿⟷ 𝒛, （2.5）

其中对于每个 ℓ ∈ {1, ⋯ , 𝐿}，𝒇ℓ ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 的输入与输出维度都为 𝑑 维，因此每
个中间变量 𝒉ℓ = 𝒇ℓ(𝒉ℓ−1)也为ℝ𝑑中的随机变量。为了简便起见，此处定义 𝒉0 = 𝒙
和 𝒉𝐿 = 𝒛。记 𝒇 ≔ 𝒇𝐿 ∘ ⋯ ∘ 𝒇1是所有 𝐿个映射的复合，离散时间标准化流模型对
应的三个要素分别为：

1. 𝒛 = 𝒉𝐿 = 𝒇(𝒙)的计算由每一层 𝒉ℓ = 𝒇ℓ(𝒉ℓ−1)迭代进行，其可逆性由每一个
𝒇ℓ的可逆性保证；

2. log |det(𝐽𝒇 (𝒙))|的计算由雅克比矩阵的链式法则（chain rule）得到：

log |det(𝐽𝒇 (𝒙))| =
𝐿

∑
ℓ=1

log |det(𝐽𝒇ℓ(𝒉ℓ−1))| , （2.6）

因此，需要保证每一层 𝒇ℓ的雅克比矩阵的对数行列式 log |det(𝐽𝒇ℓ(𝒉ℓ−1))|也
是易于计算的；

3. 𝒙 = 𝒉0 = 𝒇 −1(𝒛)的计算由反向的每一层 𝒉ℓ−1 = 𝒇 −1
ℓ (𝒉ℓ)迭代进行。

因此，设计离散时间标准化流模型只需要分别设计每一层可逆映射 𝒇ℓ以满足

以上三个要求即可。以下列出几种常见的离散时间标准化流模型所采用的单层可

逆映射。

仿射耦合层。 仿射耦合层（affine coupling layer）[31]是一种非常常见的可逆变换，

其中每个变换 𝒉ℓ = 𝒇ℓ(𝒉ℓ−1; 𝜃)由如下定义：

𝒙1, 𝒙2 = split(𝒉ℓ−1),

𝒚1 = 𝒙1, 𝒚2 = 𝝁ℓ(𝒙1; 𝜃) + exp(𝒔ℓ(𝒙1; 𝜃)) ⊙ 𝒙2,

𝒉ℓ = 𝒇ℓ(𝒉ℓ−1; 𝜃) = concat(𝒚1, 𝒚2),

（2.7）

其中 split(⋅)是将输入分割成两个不相交部分的操作，concat(⋅)是其逆操作，𝝁ℓ(⋅; 𝜃)
和 𝒔ℓ(⋅; 𝜃) 是输入输出维度都是 𝑑 维的神经网络，⊙ 表示向量的逐元素相乘
（element-wise multiplication）。此外，由于 split(⋅) 的特殊形式，仿射耦合层的雅
克比矩阵具有上三角或下三角形式，因此其雅克比矩阵的对数行列式可以在 𝒪(𝑑)
时间内准确地计算：

log |det(𝐽𝒇ℓ(𝒉ℓ−1))| = ‖𝒔ℓ(𝒙1)‖1, （2.8）
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其中 ‖ ⋅ ‖1 表示向量的 𝐿1 范数。另外，仿射耦合层的逆变换也非常简单，同样是

一个仿射耦合层：

𝒚1, 𝒚2 = split(𝒉ℓ),

𝒙1 = 𝒚1, 𝒙2 = (𝒚2 − 𝝁ℓ(𝒚1; 𝜃)) / exp(𝒔ℓ(𝒚1; 𝜃)),

𝒉ℓ−1 = 𝒇 −1
ℓ (𝒉ℓ; 𝜃) = concat(𝒙1, 𝒙2).

（2.9）

其中由于 𝒙1 = 𝒚1，神经网络 𝝁ℓ和 𝒔ℓ的输出与正向变换相同，进而保证了可逆性。

可逆 1 × 1卷积。 可逆 1 × 1卷积 [32]由一个在特征通道（channel）上的可逆矩阵

𝑾ℓ定义：

𝒉ℓ,𝑖𝑗 = (𝒇ℓ(𝒉ℓ−1; 𝑾ℓ))𝑖𝑗 = 𝑾ℓ𝒉ℓ−1,𝑖𝑗 , （2.10）

其中假设 𝒉ℓ−1的维度 𝑑 = 𝐻 × 𝑊 × 𝐶（例如图片数据），𝑾ℓ ∈ ℝ𝐶×𝐶 为可逆矩阵

（由单位矩阵初始化），下标 𝑖𝑗 表示从𝐻 × 𝑊 × 𝐶 维特征图中提取位于 (𝑖, 𝑗)位置的
通道，因此对应维度为 𝐶 维。由于𝑾ℓ的可逆性，其雅克比矩阵的对数行列式可以

在 𝒪(𝐶3)时间内计算出来，由于通常情况下 𝐶 ≪ 𝐻 以及 𝐶 ≪ 𝑊，因此 𝐶3 ≪ 𝑑，
故计算复杂度可以接受，其具体表达式为：

log |det(𝐽𝒇ℓ(𝒉ℓ−1))| = 𝐻 × 𝑊 × log |det(𝑾ℓ)| . （2.11）

此外，可逆 1 × 1卷积的逆变换只需要使用该可逆矩阵的逆进行线性映射即可：

𝒉ℓ−1,𝑖𝑗 = (𝒇 −1
ℓ (𝒉ℓ; 𝑾ℓ))𝑖𝑗 = 𝑾 −1

ℓ 𝒉ℓ,𝑖𝑗 . （2.12）

残差标准化流模型。 残差标准化流模型是一类由可逆残差网络（invertible residual

networks） [33-34]定义的可逆映射，详见第 3.2.2节。

综上所述，离散时间标准化流模型都需要设计某种特殊的可逆神经网络，以

满足可逆性、易于计算的前向和反向变换、易于计算的雅克比矩阵的对数行列式

这三点要求。然而，这些要求限制了离散时间标准化流模型的表达能力。例如，仿

射耦合层的雅克比矩阵只有三角形式，可逆 1 × 1卷积的雅克比矩阵是低秩矩阵，
而残差标准化流模型的雅克比矩阵的利普希兹常数受限（详见第 3.2.2节）。针对

这些问题，本文将在第 3章给出系统性的研究，提出一种表达能力严格更强的离

散时间标准化流模型。

2.1.2 连续时间标准化流模型

连续时间标准化流模型 [36-38]是离散时间标准化流模型用于生成式建模的推

广。这类模型通常将可逆变换视为动力系统（dynamical system），并由常微分方程
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第 2章 背景知识

（ordinary differential equation，ODE）求解器（solver）近似地求解。由于常微分方

程的时间是连续的实数，因此连续时间标准化流模型也被视为 “无限层”（infinite-

depth）神经网络。此外，由于该常微分方程通常由神经网络定义，故连续时间标

准化流模型也被称为 “神经常微分方程”（neural ODE）。

具体而言，假设对 𝑡 ∈ [0, 1]，函数 𝒉(⋅, 𝑡) ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 都为一阶连续可微函数，

且函数关于 𝑡也连续，那么连续时间标准化流模型由如下常微分方程的解定义：
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉(𝒙𝑡, 𝑡), （2.13）

其中 𝒙0 = 𝒙为模型分布（拟合数据分布）对应的随机变量，𝒙1 = 𝒛为简单分布对
应的随机变量，其对应的变换等价于：

𝒙0 = 𝒙1 + ∫
0

1
𝒉(𝒙𝑡, 𝑡)d𝑡. （2.14）

由于交换积分上下限对应了原积分的相反数，因此上式对应的逆变换为：

𝒙1 = 𝒙0 + ∫
1

0
𝒉(𝒙𝑡, 𝑡)d𝑡. （2.15）

这也意味着连续时间标准化流模型的可逆性直接由常微分方程的性质保证，而不

需要额外对神经网络 𝒉进行更多的可逆性限制，因此连续时间标准化流模型比离
散时间标准化流模型更为灵活。然而，连续时间标准化流模型的前向和反向都需

要常微分方程求解器，因此计算开销更大。此外，Chen等人 [36]证明了连续时间标

准化流模型的对数似然满足一个 𝑑 + 1维的常微分方程：

{

d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉(𝒙𝑡, 𝑡),
d log 𝑝𝑡(𝒙𝑡)

d𝑡 = −tr(∇𝒙𝑡𝒉(𝒙𝑡, 𝑡)).
（2.16）

因此，连续时间标准化流模型也可以基于最大似然估计的准则进行训练。

最后，虽然连续时间标准化流模型较为灵活，但由于其优化的不稳定性 [90-91]和

过多的常微分方程求解器的计算步数 [71]，训练连续时间标准化流模型的难度很大，

因此大规模应用此类模型仍然是一个开放的问题。针对该问题，本文将在第 4章

中给出一种针对连续时间标准化流模型的可扩展的高效训练算法。

2.2 扩散模型

扩散概率模型（diffusion probabilistic models）[43-45]，简称扩散模型（diffusion

models），是一种新兴的具有强大表达能力的生成模型。该模型在许多任务上的表现

都很出色，例如高分辨率图像生成 [49,92]、图像编辑 [50,93-94]、视频生成 [51]、文本到图

像生成 [15,18,72-74]、语音合成 [16,52-53,95]、分子生成 [96-98]、三维数据生成 [55,99-100]和数

据压缩 [54,101]。相较于被广泛使用的生成对抗网络（generative adversarial networks，
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𝑞𝑡(𝒙𝑡)

前向扩散过程（式（2.18））

反向扩散过程（式（2.20））

概率流常微分方程（式（2.21））

扩散随机微分方程 𝑝SDE𝑡 (𝒙𝑡)

扩散常微分方程 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)
（用分数模型近似分数函数）

式（2.29）

式（2.34）

图 2.2 数据分布 𝑞𝑡、扩散随机微分方程分布 𝑝SDE𝑡 和扩散常微分方程分布 𝑝ODE𝑡 之间的关

系

GAN）[8]和变分自编码器（variational auto-encoders，VAE）[26] ，扩散模型不仅可以

计算精确的似然 [45]，而且在图像生成方面可以实现更好的样本质量 [49]。由于扩

散模型也可以被理解为可逆生成模型，因此本节详细介绍扩散模型的定义与基础

算法。

扩散模型由离散时间随机过程（stochastic process）[43-44]或连续时间随机微分

方程（stochastic differential equation，SDE）[45]定义。具体而言，扩散模型定义了一个

前向扩散过程（forward diffusion process），其对数据分布逐渐加噪直到对应的分布

变为一个简单的高斯噪声分布。该前向扩散过程有一个解析的等价反向扩散过程

（reverse diffusion process）[45,102]和一个解析的等价概率流常微分方程（probability

flow ODE），这两个过程都只依赖于前向过程中每个时间对应的加噪数据分布的分

数函数（score function，对数概率密度的梯度），且所有时间的边缘分布（marginal

distribution）都与前向过程完全相同。扩散模型进而训练了一个参数化的神经网络，

称为 “分数模型”（score model）[45,48,103-104]，来拟合数据的分数函数，并通过该分

数模型进一步定义了概率模型。

在扩散模型中，一个给定的分数模型可以对应两种概率模型。一种是扩散随

机微分方程 [45]（diffusion SDE），它通过将反向扩散过程中的分数函数替换为分

数模型来定义模型，且可以生成高质量的样本。另一种是扩散常微分方程 [45,105]

（diffusion ODE），它通过将概率流常微分方程中的分数函数替换为分数模型来定

义模型。由于扩散常微分方程可以被视为连续时间标准化流模型 [36]，所以与扩散

随机微分方程不同，扩散常微分方程可以通过常微分方程求解器 [37]计算准确的对

数似然（基于式（2.16））。

本节对扩散模型及其对应的不同分布进行形式化定义，其中不同分布之间的

关系见图 2.2。

2.2.1 扩散过程的三种等价形式

本节对扩散模型中扩散过程的三种等价形式的定义进行详细描述，包括前向

扩散过程、反向扩散过程和概率流常微分方程。
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前向扩散过程。 假设 𝑑 维随机变量 𝒙0 ∈ ℝ𝑑 服从未知数据分布 𝑞0(𝒙0)。扩散模
型定义了一个从时间 𝑡 = 0到 𝑡 = 𝑇 > 0（𝑇 通常取 1）的前向扩散过程 {𝒙𝑡}𝑡∈[0,𝑇 ]，

使得对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，𝒙𝑡的分布在给定 𝒙0的条件下满足

𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) = 𝒩 (𝒙𝑡|𝛼𝑡𝒙0, 𝜎2
𝑡 𝑰), （2.17）

其中 𝛼𝑡, 𝜎𝑡 ∈ ℝ+ 是关于 𝑡的可微函数，且具有有界的导数。𝛼𝑡 和 𝜎𝑡 的具体定义又

被称为扩散模型的噪声时间表（noise schedule），例如线性噪声时间表（linear noise

schedule） [44,81]和余弦噪声时间表（cosine noise schedule） [78]。令 𝑞𝑡(𝒙𝑡)为 𝒙𝑡 的

边缘分布，扩散模型选择噪声时间表以保证 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 ) ≈ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2
𝑇 𝑰)，并且信噪比

（signal-to-noise ratio，SNR）𝛼2
𝑡 /𝜎2

𝑡 关于 𝑡严格递减 [54]。此外，Kingma等人 [54]证

明以下随机微分方程对于任何 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]都具有与式（2.17）中相同的条件概率分

布 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)，因此也称以下随机微分方程为扩散模型的前向扩散过程：

d𝒙𝑡 = 𝑓(𝑡)𝒙𝑡d𝑡 + 𝑔(𝑡)d𝒘𝑡, 𝒙0 ∼ 𝑞0(𝒙0), （2.18）

其中 𝒘𝑡 ∈ ℝ𝑑 是标准维纳过程（standard Wiener process），且

𝑓(𝑡) = d log 𝛼𝑡
d𝑡 , 𝑔2(𝑡) =

d𝜎2
𝑡

d𝑡 − 2d log 𝛼𝑡
d𝑡 𝜎2

𝑡 . （2.19）

反向扩散过程。 在一些正则条件下 [102]，Song等人 [45]证明了式（2.18）中的前

向扩散过程具有一个等价的从时间 𝑇 到 0的反向扩散过程：

d𝒙𝑡 = [𝑓(𝑡)𝒙𝑡 − 𝑔2(𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)]d𝑡 + 𝑔(𝑡)d𝒘̄𝑡, 𝒙𝑇 ∼ 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 ), （2.20）

其中 𝒘̄𝑡是反向时间的标准维纳过程，并且每个时间 𝑡的 𝒙𝑡的边缘分布也是前向扩

散过程的边缘分布 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。并且，式（2.20）中唯一的未知项为每个时间 𝑡的分数
函数 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。

概率流常微分方程。 在一些正则条件下 [102]，Song等人 [45]证明了式（2.18）中

的前向扩散过程也具有一个等价的从时间 𝑇 到 0的概率流常微分方程：
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ 𝑓(𝑡)𝒙𝑡 − 1

2𝑔2(𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡), 𝒙𝑇 ∼ 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 ), （2.21）

其中每个时间 𝑡的 𝒙𝑡的边缘分布也是前向扩散过程的边缘分布 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。与随机微分
方程不同，常微分方程的对数似然可以通过式（2.16）精确计算。并且，式（2.21）

中唯一的未知项也是每个时间 𝑡的分数函数 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。
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2.2.2 扩散模型的参数化形式

如第 2.2.1 节所述，时间 𝑇 对应的分布 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 ) 约等于一个简单高斯分布
𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰)。因此，为了得到数据分布 𝑞0(𝒙0)的近似采样，只需要首先从时间 𝑇
开始采样 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰)，再根据反向扩散过程（式（2.20））或概率流常微分

方程（式（2.21））计算得到最终的 𝒙0即可。由于反向扩散过程和概率流常微分方

程中唯一的未知项都是每个时间 𝑡的分数函数 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，因此为了得到数据分
布的近似采样，只需要估计每个时间 𝑡的分数函数。本节介绍扩散模型中关于分数
函数的估计的不同参数化形式及其对应关系，包含分数模型（score model）、噪声

预测模型（noise-prediction model）和数据预测模型（data-prediction model）。

分数模型。 分数模型用于估计所有 𝒙𝑡 ∼ 𝑞𝑡(𝒙𝑡)和所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]对应的分数函数
∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，其可以表示为一个由 𝜃参数化的神经网络 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)。分数模型通过不
同时间 𝑡的加权分数匹配（score matching）进行训练：

𝒥SM(𝜃; 𝜔(⋅)) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0
𝜔(𝑡)𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)[‖𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖2

2]d𝑡, （2.22）

其中 𝜔(⋅) > 0是一个权重函数（weighting function）。由于 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)是未知的，
式（2.22）中的分数匹配无法直接被计算。为了解决这个问题，Song等人 [45]基于

去噪分数匹配（denoising score matching） [106]提出了式（2.22）的等效目标函数：

𝒥DSM(𝜃; 𝜔(⋅)) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0

𝜔(𝑡)
𝜎2

𝑡
𝔼𝒙0,𝝐[‖𝜎𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝝐‖2

2]d𝑡, （2.23）

其中 𝒙0 ∼ 𝑞0(𝒙0)，𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰)且 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐。并且可以证明，对于任意权重
函数 𝜔(⋅)，都有

∇𝜃𝒥SM(𝜃; 𝜔(⋅)) = ∇𝜃𝒥DSM(𝜃; 𝜔(⋅)). （2.24）

因此，分数模型可以通过 𝒥DSM(𝜃; 𝜔(⋅))进行训练。

噪声预测模型。 式（2.23）中的损失函数可以理解为将线性变换后的分数模型与

加噪数据 𝒙𝑡中的噪声 𝝐进行最小二乘。因此，可以进一步定义噪声预测模型：

𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ −𝜎𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡), （2.25）

其对应的训练目标函数为：

𝒥DSM(𝜃; 𝜔(⋅)) = 1
2 ∫

𝑇

0

𝜔(𝑡)
𝜎2

𝑡
𝔼𝒙0,𝝐[‖𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝝐‖2

2]d𝑡, （2.26）

其中 𝒙0 ∼ 𝑞0(𝒙0)，𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰)且 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐。由式（2.26）可以发现，噪声预

测模型预测了加噪数据 𝒙𝑡中的噪声 𝝐。

17



第 2章 背景知识

数据预测模型。 由于 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐为原始数据 𝒙0和噪声 𝝐的线性组合，因此
可以基于噪声预测模型进一步定义数据预测模型：

𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ 𝒙𝑡 − 𝜎𝑡𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)
𝛼𝑡

=
𝒙𝑡 + 𝜎2

𝑡 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)
𝛼𝑡

, （2.27）

其对应的训练目标函数为：

𝒥DSM(𝜃; 𝜔(⋅)) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0

𝜔(𝑡)𝛼2
𝑡

𝜎4
𝑡

𝔼𝒙0,𝝐[‖𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝒙0‖2
2]d𝑡, （2.28）

其中 𝒙0 ∼ 𝑞0(𝒙0)，𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰)且 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐。由式（2.28）可以发现，数据预

测模型预测了加噪数据 𝒙𝑡中的原始数据 𝒙0。

综上所述，通过不同的参数化方式可以对分数函数进行近似。因此，经过训

练后，分数模型、噪声预测模型和数据预测模型可以将反向扩散过程和概率流常

微分方程中的分数函数进行替换，从而得到参数化的生成模型。详细的讨论将在

第 2.2.3节和第 2.2.4节给出。

2.2.3 扩散随机微分方程

通过用𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2
𝑇 𝑰)近似 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 )，并把式（2.20）中的分数函数替换为分数

模型（或等价的噪声预测模型和数据预测模型），扩散模型定义了反向扩散过程对

应的参数化模型，称为扩散随机微分方程（diffusion SDE）：

d𝒙𝑡 = [𝑓(𝑡)𝒙𝑡 − 𝑔2(𝑡)𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)] d𝑡 + 𝑔(𝑡)d𝒘̄𝑡, 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2
𝑇 𝑰). （2.29）

记式（2.29）中每个时间 𝑡的解 𝒙𝑡对应的概率分布为 𝑝SDE𝑡 (𝒙𝑡)（省略下标 𝜃），其中
𝑝SDE𝑇 (𝒙𝑇 ) = 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰)。特别地，扩散随机微分方程的模型分布 𝑝SDE0 (𝒙0)与数
据分布 𝑞0(𝒙0)的库尔贝克-莱布勒散度（Kullback-Leibler divergence，KL散度）有

如下形式的上界 [105]：

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝SDE0 ) ⩽ 𝔻KL(𝑞𝑇 ‖ 𝑝SDE𝑇 ) + 𝒥SM(𝜃; 𝑔2(⋅)). （2.30）

因此，最小化 𝒥SM(𝜃; 𝑔2(⋅))等价于对扩散随机微分方程分布 𝑝SDE0 的最大似然训练，

其中权重函数为 𝜔(⋅) = 𝑔2(⋅)。为简便起见，记

𝒥SM(𝜃) ≔ 𝒥SM(𝜃; 𝑔2(⋅)). （2.31）

此外，扩散随机微分方程的采样本质上对应了式（2.29）中的随机微分方程的数值

求解，这需要从时间 𝑡 = 𝑇 到时间 𝑡 = 0离散化该随机微分方程。Song等人 [45]证

明，扩散模型传统的祖先采样（ancestral sampling）方法 [44]可以视为式（2.29）的

一阶随机微分方程求解器。然而，这些一阶方法通常需要数百到数千次函数调用

才能收敛 [45]，从而导致极其缓慢的采样速度。本文将在第 6章中给出扩散随机微
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分方程的高阶稳定的求解器。

为完整起见，以下同时给出扩散随机微分方程在噪声预测模型和数据预测模

型参数化下对应的常微分方程，这些方程都与式（2.29）等价。其中，噪声预测模

型对应的扩散随机微分方程为：

d𝒙𝑡
d𝑡 = [𝑓(𝑡)𝒙𝑡 + 𝑔2(𝑡)

𝜎𝑡
𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)] d𝑡 + 𝑔(𝑡)d𝒘̄𝑡, 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰). （2.32）

数据预测模型对应的扩散随机微分方程为：

d𝒙𝑡
d𝑡 =

[(
𝑓(𝑡) + 𝑔2(𝑡)

𝜎2
𝑡 )

𝒙𝑡 − 𝛼𝑡𝑔2(𝑡)
𝜎2

𝑡
𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)

]
d𝑡 + 𝑔(𝑡)d𝒘̄𝑡, 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰).

（2.33）

2.2.4 扩散常微分方程

通过用𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2
𝑇 𝑰)近似 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 )，并把式（2.21）中的分数函数替换为分数

模型（或等价的噪声预测模型和数据预测模型），扩散模型定义了概率流常微分方

程对应的参数化模型，称为扩散常微分方程（diffusion ODE）：
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ 𝑓(𝑡)𝒙𝑡 − 1

2𝑔2(𝑡)𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡), 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2
𝑇 𝑰). （2.34）

记式（2.29）中每个时间 𝑡的解 𝒙𝑡 对应的概率分布为 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)（省略下标 𝜃），其
中 𝑝ODE𝑇 (𝒙𝑇 ) = 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰)，因此 𝑝ODE𝑇 (𝒙𝑇 ) = 𝑝SDE𝑇 (𝒙𝑇 )。并且，由于扩散常微分
方程也属于连续时间标准化流模型，其对数似然可以通过式（2.16）解析地计算。

因此，与扩散随机微分方程中的上界（式（2.30））不同，扩散常微分方程可以进

行精确的似然估计。

前人工作 [45,105]使用扩散随机微分方程的最大似然估计（见式（2.30）定义的上

界）同时训练扩散随机微分方程和扩散常微分方程的分数模型。然而，当 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≠
∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡, 𝑡)时，分数匹配的目标函数𝒥SM(𝜃)与扩散常微分方程和数据分布的KL

散度 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )之间的关系仍然是一个未知的问题。本文将在第 4章中详细讨

论 𝒥SM(𝜃)与 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的关系，并给出进一步最小化 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的理论
分析与算法。

此外，扩散常微分方程的采样本质上对应了式（2.34）中的常微分方程的数值

求解，这需要从时间 𝑡 = 𝑇 到时间 𝑡 = 0离散化该常微分方程。与扩散随机微分方
程相比，离散化随机微分方程时的步长受维纳过程的随机性的限制 [107]，因此较大

的采样步长（较小的步数）常常导致结果不收敛的问题；但常微分方程没有随机

性，因此可以用更大的采样步长（更少的采样步数）来求解。Song等人 [45]发现基

于扩散常微分方程的高阶黑盒（black-box）求解器（RK45求解器 [108]）可以将扩
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散模型的采样步数缩减至一百多步。然而，现有的通用常微分方程求解器在少步

（约 10步）的范围内仍无法生成令人满意的样本，因此扩散模型的加速采样仍然

是一个关键问题。本文将在第 5章中给出一种针对扩散常微分方程特殊设计的高

阶求解器，并在第 6章中给出一种更稳定的高阶求解器，使得扩散模型可以在 10

步到 20步之间得到高质量的样本。

为完整起见，以下同时给出扩散常微分方程在噪声预测模型和数据预测模型

参数化下对应的常微分方程，这些方程都与式（2.34）等价。其中，噪声预测模型

对应的扩散常微分方程为：

d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) = 𝑓(𝑡)𝒙𝑡 + 𝑔2(𝑡)

2𝜎𝑡
𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡), 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰). （2.35）

数据预测模型对应的扩散常微分方程为：

d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) =

(
𝑓(𝑡) + 𝑔2(𝑡)

2𝜎2
𝑡 )

𝒙𝑡 − 𝛼𝑡𝑔2(𝑡)
2𝜎2

𝑡
𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡), 𝒙𝑇 ∼ 𝒩 (𝒙𝑇 |𝟎, 𝜎2

𝑇 𝑰).

（2.36）

2.2.5 条件扩散模型的引导采样

条件扩散模型旨在从给定额外条件变量的条件数据分布中进行采样，例如给

定类别下的图像生成 [49,109]以及给定文本描述下的图像生成 [15,18,72-74]。对于条件

扩散模型而言，其条件采样是通过引导采样（guided sampling） [49,109]完成的。本

节给出常见的引导采样的具体定义。

具体而言，记 𝑞0(𝒙0|𝑐)为给定条件变量 𝑐的条件数据分布，𝑞0(𝒙0)为其对应的
边缘数据分布。再分别记 𝑞𝑡(𝒙𝑡|𝑐)和 𝑞𝑡(𝒙𝑡)为时间 𝑡对应的条件加噪数据分布和边
缘加噪数据分布。根据贝叶斯定理（Bayes’ theorem），有 [45,49]：

∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡|𝑐) = ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) + ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝑐|𝒙𝑡). （2.37）

因此，只需要将∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡|𝑐)中对应的两项∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)和∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝑐|𝒙𝑡)分别近
似，即可得到条件扩散模型的条件分数函数 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡|𝑐)的近似，进而可以通过
扩散随机微分方程或扩散常微分方程进行采样，这就是引导采样的核心思想。由于

∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)可以由分数模型近似，因此引导采样的关键在于近似 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝑐|𝒙𝑡)。
根据近似方法的不同，引导采样包括分类器引导（classifier guidance）和无分类器

引导（classifier-free guidance）。

分类器引导。 分类器引导 [49]利用一个由参数 𝜙 进行参数化的预训练分类器
𝑝𝜙

𝑡 (𝑐|𝒙𝑡) 的梯度来近似 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝑐|𝒙𝑡) 项。因此，给定一个预训练的分数模型
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𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)，分类器引导对应的条件分数模型为：

̃𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝑠 ⋅ ∇𝒙𝑡 log 𝑝𝜙
𝑡 (𝑐|𝒙𝑡), （2.38）

其中 𝑠 > 0是引导尺度（guidance scale）。实践中通常倾向于使用较大的引导尺度

来增强采样结果与条件的匹配程度 [15,73]。此外，根据式（2.25）和式（2.27），分

类器引导对应的条件噪声预测模型和条件数据预测模型分别为：

̃𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝑠 ⋅ 𝜎𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑝𝜙
𝑡 (𝑐|𝒙𝑡), （2.39）

𝒙̃𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝑠 ⋅
𝜎2

𝑡
𝛼𝑡

∇𝒙𝑡 log 𝑝𝜙
𝑡 (𝑐|𝒙𝑡). （2.40）

无分类器引导。 无分类器引导 [109]去除了对额外分类器的依赖，而是对于无条件

模型和条件模型共享相同的参数化模型（例如噪声预测模型 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐)），其中无条
件模型的输入 𝑐是一个特殊的占位符∅。因此，相应的条件分数模型、条件噪声预
测模型和条件数据预测模型由如下定义：

̃𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ (1 − 𝑠) ⋅ 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, ∅) + 𝑠 ⋅ 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐), （2.41）

̃𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ (1 − 𝑠) ⋅ 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, ∅) + 𝑠 ⋅ 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐), （2.42）

𝒙̃𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) ≔ (1 − 𝑠) ⋅ 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, ∅) + 𝑠 ⋅ 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐). （2.43）

综上所述，条件扩散模型的引导采样通过条件模型与无条件模型的线性组合

来定义新的条件分数模型或条件噪声预测模型或条件数据预测模型，进而代入扩

散随机微分方程或扩散常微分方程中进行采样。其中，引导采样存在一个额外的

超参数为引导尺度。由于引导采样在实践中有广泛的应用，因此针对引导采样的

加速也是扩散模型的关键问题之一。本文将在第 6章中详细分析高阶求解器在引

导采样中应用时存在的问题，并提出针对引导采样的更稳定的高阶扩散模型采样

器。
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第 3章 隐式标准化流模型

标准化流模型是一类经典的可逆生成模型，其通过一个显式的可逆映射来定

义模型的概率分布。然而，由于可逆性的限制，标准化流模型的表达能力往往不足

以建模复杂的数据分布。因此，建立一种表达能力丰富的标准化流模型是该类模

型用于真实场景的关键。本章提出了隐式标准化流模型，该模型的可逆映射由非

线性方程的根隐式地定义，从而推广了原有的标准化流模型。理论分析表明，隐

式标准化流模型的函数空间具有利普希兹常数（Lipschitz constant）不受限的特性，

因此表达能力严格强于已有模型。实验结果表明，隐式标准化流模型在多种密度

估计任务中的性能都优于基准线方法。

3.1 本章引言

标准化流模型（normalizing flows） [30,110]通过指定从一个随机变量 𝒙到另一
个随机变量 𝒛 的可逆映射 𝒛 = 𝒇(𝒙) 来定义模型分布 𝑝𝒙(𝒙)。根据变量替换公式
（change-of-variable formula），模型的概率密度可以被准确地计算：

log 𝑝𝒙(𝒙) = log 𝑝𝒛(𝒛) + log |det(𝐽𝒇 (𝒙))| , （3.1）

其中 𝑝𝒛(𝒛)遵循一个简单的概率分布，例如高斯分布。标准化流模型需要满足两个
要求：（一）𝒙和 𝒛之间的映射是可逆的；（二）函数 𝒇(𝒙)的雅克比矩阵（Jacobian

matrix）𝐽𝒇 (𝒙)的对数行列式（log-determinant）是易于计算的。标准化流模型的研

究主要集中在满足这些要求的前提下提高模型的表达能力。对于第二个要求，前

人工作如逆自回归流模型（inverse autoregressive flows） [111]和实值非保体积映射

模型（real-valued non-volume preserving transformations，RealNVP）[31]将函数族限

制为仅仅具有上三角或下三角雅克比矩阵的函数。最近的一些工作提出了具有结

构不受限的雅克比矩阵的模型，例如残差标准化流模型（residual normalizing flows，

ResFlow）[33-34]。这些工作利用对数行列式的随机估计器（stochastic estimators）放

宽了行列式的结构限制，使得函数族可以拓展至非三角结构的可逆映射。然而，为

了保证可逆性，该类模型的每一层映射的利普希兹常数会极为受限。在一般情况

下，这种限制会不利于概率建模，因为将一个简单的先验分布映射到复杂的数据

分布可能需要该映射有一个非常大的利普希兹常数（参见图 3.3 中的二维示例）。

更进一步，前述的所有方法都显式地定义了一个正向映射 𝒛 = 𝒇(𝒙)。然而，并不
是所有的可逆映射都具有显式表达形式，因此这种显式的表达形式可能会限制模
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型的表达能力。

本章提出了隐式标准化流模型（implicit normalizing flows，ImpFlow）。该模

型通过一个关于 𝒛 和 𝒙 的方程 𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝟎 隐式地定义可逆映射，从而推广了标
准化流模型。具体而言，给定 𝒙（或 𝒛），另一个变量 𝒛（或 𝒙）通过隐式的求根
过程 𝒛 = RootFind(𝑭 (⋅, 𝒙)) 计算，而没有显式的表达形式。此外，前人工作中使
用的显式映射 𝒛 = 𝒇(𝒙)可以视为隐式标准化流模型的特例，对应的方程的形式为
𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒛 = 𝟎。为了在表达能力和计算复杂度之间取得平衡，本章提出了
隐式标准化流模型的特定形式，其中每个映射是一个残差标准化流模型和另一个

残差标准化流模型的逆（inverse）的复合（composition）。在理论层面，本章研究

了残差标准化流模型和隐式标准化流模型的函数空间的表达能力。由于隐式标准

化流模型放宽了利普希兹常数的约束，单层隐式标准化流模型的函数空间严格包

含了双层残差标准化流模型的函数空间。并且，对于任何具有固定层数的残差标

准化流模型，存在无穷多的可逆函数，使得残差标准化流模型在建模时具有不可

忽略的近似误差，但隐式标准化流模型可以精确地建模。

为了用于真实数据的概率建模，本章还提出一种基于隐式微分公式的可扩展

算法来估计隐式标准化流模型的概率密度及其梯度，并从模型中采样。并且，隐

式标准化流模型的梯度计算开销与残差标准化流模型大致相似，其中隐式求根带

来的额外开销是可接受的。在分类任务和生成式建模任务的基准测试上，隐式标

准化流模型都优于同等参数的残差标准化流模型。

3.2 本章背景

3.2.1 利普希兹连续函数

对于任何可微函数 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 和任何 𝒙 ∈ ℝ𝑑，记 𝒇 在 𝒙处的雅克比矩阵
为 𝐽𝒇 (𝒙) ∈ ℝ𝑑×𝑑。

定义 3.1： 函数 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 被称为利普希兹连续函数（Lipschitz continuous

function），若存在一个常数 𝐿使得

‖𝒇(𝒙1) − 𝒇(𝒙2)‖ ⩽ 𝐿‖𝒙1 − 𝒙2‖, ∀𝒙1, 𝒙2 ∈ ℝ𝑑 . （3.2）

满足上述不等式的最小的 𝐿被称为 𝑓 的利普希兹常数，记为 Lip(𝒇 )。
一般来说，Lip(𝒇 )的定义取决于范数 || ⋅ ||的选择。在本章中，为简便起见，默

认使用 𝐿2范数 || ⋅ ||2。

定义 3.2： 函数 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 称为双向利普希兹连续函数（bi-Lipschitz continuous

function），若其是利普希兹连续函数，且存在逆映射 𝒇 −1，该逆映射也是利普希兹
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连续函数。

以下给出一个利普希兹常数的等价定义 [112]。

命题 3.1： 若函数 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 是利普希兹连续函数，则 𝒇 几乎处处可微，且

Lip(𝒇 ) = sup
𝒙∈ℝ𝑑

‖𝐽𝒇 (𝒙)‖2, （3.3）

其中 𝐽𝒇 (𝒙)为函数 𝒇 在 𝒙处的雅克比矩阵，‖𝑀‖2 ≔ sup{𝒗∶‖𝒗‖2=1} ‖𝑀𝒗‖2 是矩阵

𝑀 ∈ ℝ𝑑×𝑑 的 𝐿2范数（又被称为矩阵𝑀 的谱范数（spectral norm））。

3.2.2 残差标准化流模型

如式（3.1）所示，标准化流模型 𝑓 ∶ 𝒙 ↦ 𝒛通过一个可逆映射定义模型概率
分布，因此标准化流模型的表达能力取决于可逆映射 𝒇 的表达能力。残差标准化
流模型基于 𝒇 = 𝒇𝐿 ∘ ⋯ ∘ 𝒇1构造可逆映射，其中每层 𝒇ℓ的定义如下：

𝒇ℓ(𝒙) = 𝒙 + 𝒈ℓ(𝒙), Lip(𝒈ℓ) ⩽ 𝜅 < 1, （3.4）

其中 𝜅是一个固定的常数，Lip(𝒈)是函数 𝒈的利普希兹常数（详见第 3.2.1节）。可

以证明，这样定义的 𝒇ℓ 一定是可逆映射
[33]。尽管残差标准化流模型的雅克比矩

阵结构不受限，但残差标准化流模型的表达能力仍受可逆映射 𝒇ℓ的利普希兹常数

限制。具体而言，由于每层残差标准化流模型 𝒇ℓ 的利普希兹常数不超过 2（详见
Behrmann 等人 [33]的证明），因此 𝐿 层残差标准化流模型的利普希兹常数不超过
2𝐿。然而，为了将一个简单的先验分布映射到一个复杂的数据分布，这样的映射

一般需要足够大的利普希兹常数。因此，仅仅为了满足需要的利普希兹常数约束，

残差标准化流模型可能会不可避免地需要足够的深度（参见图 3.3中的二维示例）。

3.2.3 隐式深度学习

隐式深度学习（implicit deep learning）利用隐式函数来增强神经网络的灵活

性，使得可以针对特定问题设计对应的网络结构。例如，Bai等人 [113]提出了深度

均衡模型（deep equilibrium models）作为循环神经网络（recurrent neural networks）
[1]的更强替代；Amos 等人 [114]通过解决一个优化问题来推广神经网络的每一层；

Wang等人 [115]将逻辑推理整合到神经网络中；Reshniak等人 [116]利用隐式欧拉方

法（implicit Euler method）提高残差网络的前向和后向过程的稳定性；Sitzmann等

人 [117]使用周期函数（periodic function）进行表示学习（representation learning）。

这些工作都只局限在将隐式函数作为前向神经网络的替代，而本章为标准化流模

型设计了可逆的隐式函数（同时包括前向和逆向），使得其可以用于生成式建模。
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3.3 模型定义与理论分析

本节将给出隐式标准化流模型的定义，并从理论上分析该模型的表达能力。

3.3.1 模型定义

一般而言，随机变量 𝒙和 𝒛（维度为 𝑑）之间的映射可以由方程 𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝟎的
根来隐式地定义，其中 𝑭 是从 ℝ2𝑑 到 ℝ𝑑 的函数。特别地，前人工作 [32,34]中使用

的显式映射 𝒛 = 𝒇(𝒙)也可以等价于由方程 𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒛 = 𝟎定义。为了满足
标准化流模型所要求的可逆性和对数行列式的可计算性，本章关注以下特定形式

的方程定义的隐函数，它在表达能力和可计算性之间的取舍获得了良好的平衡。

定义 3.3： 令 𝒈𝒛 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 and 𝒈𝒙 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 为满足 Lip(𝑔𝒙) < 1和 Lip(𝑔𝒛) < 1
的函数，其中 Lip(𝒈)是函数 𝒈的利普希兹常数。隐式标准化流模型的定义如下：

𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝟎，其中𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝒈𝒙(𝒙) − 𝒈𝒛(𝒛) + 𝒙 − 𝒛. （3.5）

其中，式（3.5）的根对（root pairs）是 ℝ𝑑 × ℝ𝑑 空间的一个子集，该子集实际

上定义了唯一的可逆函数 𝒇 的赋值规则。具体而言，对于任何给定的 𝒙0，根据定

义 3.3，可以构造压缩映射（contraction mapping）ℎ𝒙0(𝒛) = 𝐹 (𝒛, 𝒙0) + 𝒛，它具有唯
一的不动点。该不动点对应于方程 𝑭 (𝒛, 𝒙0) = 𝟎关于 𝒛的唯一根，记为 𝒛 = 𝒇(𝒙0)。
同理，在反向过程中，给定 𝒛0，方程 𝑭 (𝒛0, 𝒙) = 𝟎关于 𝒙的根也是存在且唯一的，
记为 𝒙 = 𝒇 −1(𝒛0)。因此，𝒇 的存在性和可逆性都可被保证，如下述定理所示。
定理 3.1： 式（3.5）定义了一个唯一的映射 𝒇 ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑，𝒛 = 𝒇(𝒙)，且 𝒇 是可
逆的。

证明 首先，∀𝒙0 ∈ ℝ𝑑，定义映射

𝒉𝒙0(𝒛) = 𝑭 (𝒛, 𝒙0) + 𝒛. （3.6）

由于 𝑔𝑧是利普希兹函数，有

‖(𝑭 (𝒛1, 𝒙0) + 𝒛1) − (𝑭 (𝒛2, 𝒙0) + 𝒛2)‖ = ‖𝒈𝑧(𝒛1) − 𝒈𝑧(𝒛2)‖ < ‖𝒛1 − 𝒛2‖. （3.7）

因此，ℎ𝒙0(𝒛)是一个压缩映射，故有唯一的不动点，记为 𝒇(𝒙0) :

𝒉𝒙0(𝒇 (𝒙0)) = 𝒇(𝒙0) ⇔ 𝑭 (𝒇(𝒙0), 𝒙0) = 𝟎. （3.8）

同理，∀𝒛0 ∈ ℝ𝑑，存在唯一的 𝑔(𝒛0)满足 𝑭 (𝒛0, 𝒈(𝒛0)) = 𝟎。
更进一步，令 𝒛0 = 𝒇(𝒙0)，有𝑭 (𝒇(𝒙0), 𝒈(𝒇(𝒙0))) = 𝟎。由于唯一性，有 𝒈(𝒇(𝒙0)) =

𝒙0, ∀𝒙0 ∈ ℝ𝑑；同理，𝒇(𝒈(𝒙0)) = 𝒙0, ∀𝒙0 ∈ ℝ𝑑。因此，𝒇 是唯一的，且可逆。 ∎
定理 3.1说明了在定义 3.3中引入隐式标准化流模型的有效性。事实上，单层

隐式标准化流模型是一个单层残差标准化流模型和另一个单层残差标准化流模型
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ℛ ⫋ ℱ
引理 3.1

ℛ2 ⫋ ℐ
推论 3.1

式（3.10）
(双层复合)

定理 3.2
(双层复合)

(a) ℛ2 和 ℐ 的关系

... 

(b) ℛℓ 和 ℐ 的关系
图 3.1 本章主要理论结果的图解：残差标准化流模型和隐式标准化流模型的表达能力
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(b)残差标准化流模型
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(c)隐式标准化流模型
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(d)函数复合

图 3.2 残差标准化流模型和隐式标准化流模型对一维函数的建模结果

的逆的复合，该结论将在第 3.3.2节中正式给出。

3.3.2 模型表达能力分析

本节将给出隐式标准化流模型的表达能力的理论分析，特别是与残差标准化

流模型的比较。具体而言，第 3.3.2.1节中证明了隐式标准化流模型的函数空间严

格包含残差标准化流模型的函数空间（如图 3.1 (a)所示）。此外，对于任何具有固

定层数的残差标准化流模型，存在无穷多的可逆函数，使得残差标准化流模型在

建模时具有不可忽略的近似误差，但该函数可以由单层隐式标准化流模型精确地

建模，如图 3.1 (b)所示。

3.3.2.1 与双层残差标准化流模型的比较

本节将形式化地给出单层隐式标准化流模型和双层残差标准化流模型的表达

能力的比较。本节所有的理论结果如图 3.1 (a)所示。此外，图 3.2还展示了一个一

维的示例。

一方面，根据残差标准化流模型的定义，单层残差标准化流模型的函数族为

ℛ ≔ {𝒇 ∶ 𝒇 = 𝒈 + Id, 𝒈 ∈ 𝐶1(ℝ𝑑 , ℝ𝑑),Lip(𝒈) < 1}, （3.9）

其中 𝐶1(ℝ𝑑 , ℝ𝑑) 为所有 𝑅𝑑 到 𝑅𝑑 的一阶连续可微函数组成的集合，Id 为恒等映

射。此外，ℓ层残差标准化流模型的函数族由函数复合所定义：

ℛℓ ≔ {𝒇 ∶ 𝒇 = 𝒇ℓ ∘ ⋯ ∘ 𝒇1, 其中𝒇1, ⋯ , 𝒇ℓ ∈ ℛ}. （3.10）
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由式（3.9）和式（3.10）的定义，有ℛ1 = ℛ。
另一方面，根据式（3.5）中隐式标准化流模型的定义，有

(𝒈𝒙 + Id)(𝒙) = 𝒈𝒙(𝒙) + 𝒙 = 𝒈𝒛(𝒛) + 𝒛 = (𝒈𝒛 + Id)(𝒛), （3.11）

其中 ∘表示函数的复合。等价地，有 𝒛 = ((𝒈𝒛 + Id)−1 ∘ (𝒈𝒙 + Id)) (𝒙),这意味着单层
隐式标准化流模型的函数族为

ℐ = {𝒇 ∶ 𝒇 = 𝒇 −1
2 ∘ 𝒇1, 其中𝒇1, 𝒇2 ∈ ℛ}. （3.12）

直观来讲，单层隐式标准化流模型可以等价地理解为一个单层残差标准化流模型

和另一个单层残差标准化流模型的逆函数的复合。然而，这种复合可能没有显式

的表达式，例如图 3.2 (c)和 (d)中的一维示例。因此，一个自然的想法是探究 ℐ和
ℛ2之间的关系。为此，以下首先引入一个没有显式利普希兹常数约束的递增函数

族，并证明它严格包含ℛ。
引理 3.1：

ℛ ⫋ ℱ ≔ {𝒇 ∈ 𝒟 ∶ inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 > 0}, （3.13）

其中𝒟是所有 ℝ𝑑 到 ℝ𝑑 的一阶连续可微的双向利普希兹连续（bi-Lipschitz contin-

uous）的可逆函数组成的集合，𝐴 ⫋ 𝐵表示 𝐴是 𝐵的真子集。
证明见第 3.5.1节。

为了更好地理解 ℱ，此处展示一维的特殊情形。根据 Behrmann等人 [33]的证

明，所有ℛ中的函数都是双向利普希兹连续的，所以ℛ ⫋ 𝒟。在一维数据的情况
下，可以得到

ℛ = {𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ) ∶ inf
𝑥∈ℝ

𝑓 ′(𝑥) > 0, sup
𝑥∈ℝ

𝑓 ′(𝑥) < 2}, （3.14）

以及

ℱ = {𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ) ∶ inf
𝑥∈ℝ

𝑓 ′(𝑥) > 0}. （3.15）

由此可见，ℛ的利普希兹常数是受限的，但 ℱ 的利普希兹常数完全不受限。更一
般地，在高维情况下，ℛ和 ℱ 中的函数很难简单地进行说明，但仍然有类似的结
论：ℛ中的函数的利普希兹常数是受限的（小于 2）[33]，但 ℱ 中的函数的利普希
兹常数可以任意地大。更进一步，基于引理 3.1，可以证明隐式标准化流模型的函

数族 ℐ 由两个 ℱ 中的函数的复合构成，因此严格包含了ℛ2，如下述定理所示。

定理 3.2 (单层隐式标准化流模型的等价形式)：

ℐ = ℱ2 ≔ {𝒇 ∶ 𝒇 = 𝒇2 ∘ 𝒇1, 其中𝒇1, 𝒇2 ∈ ℱ}. （3.16）
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证明见第 3.5.2节。

注意到恒等映射 Id ∈ ℱ，因此有 ℱ ⊂ ℐ。由此可得，单层隐式标准化流模型
（及其逆）的利普希兹常数可以任意地大。此外，由于ℛ ⫋ ℱ，并且存在一些属于

ℐ ⧵ ℛ2的函数（见第 3.3.2.2节中构造的示例），易得以下推论：

推论 3.1： ℛ ⫋ ℛ2 ⫋ ℱ2 = ℐ.
图 3.2 (b)和 (c)中一维示例的结果也进一步验证了推论 3.1的结论。此外，推

论 3.1也可以很容易地推广到 2ℓ层残差标准化流模型和 ℓ层隐式标准化流模型的
情况，这也能说明隐式标准化流模型的表达能力的优势。

3.3.2.2 与多层残差标准化流模型的比较

本节将进一步探讨 ℛℓ（当 ℓ > 2时）与 ℐ 之间的关系，相关的结论如图 3.1

(b)所示。

对于任意给定的 ℓ，ℛℓ中的函数的利普希兹常数仍然是有界的，并且存在无

穷多的函数，使得其不在ℛℓ中但在 ℐ中。具体而言，构造函数族如下：对于任何
𝐿, 𝑟 ∈ ℝ+，定义

𝒫(𝐿, 𝑟) = {𝒇 ∶ 𝒇 ∈ ℱ, ∃ ℬ𝑟 ⊂ ℝ𝑑 , ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℬ𝑟, ‖𝒇(𝒙)−𝒇(𝒚)‖2 ⩾ 𝐿‖𝒙−𝒚‖2},（3.17）

其中 ℬ𝑟是一个半径为 𝑟的 𝑑维球。显然，𝒫(𝐿, 𝑟)包含无穷多的元素。以下将证明，
∀ 0 < ℓ < log2(𝐿)，对于任意 𝒫(𝐿, 𝑟)中的函数，ℛℓ有不可忽略的近似误差，但 ℐ
却可以精确地表示。

定理 3.3： 给定 𝐿 > 0和 𝑟 > 0，有
• 𝒫(𝐿, 𝑟) ⊂ ℐ.
• ∀ 0 < ℓ < log2(𝐿), 𝒫(𝐿, 𝑟) ∩ ℛℓ = ∅。并且，对于任意 𝒇 ∈ 𝒫(𝐿, 𝑟)及 𝑑 维球

ℬ𝑟，用ℛℓ中的函数拟合 ℬ𝑟中的函数 𝒇 的最小误差满足

inf
𝒈∈ℛℓ

sup
𝒙∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 ⩾ 𝑟
2(𝐿 − 2ℓ) （3.18）

证明见第 3.5.3节。

根据定理 3.3，建模 𝒇 ∈ 𝒫(𝐿, 𝑟)只需要一个单层隐式标准化流模型，但至少
需要 log2(𝐿)层的残差标准化流模型才可以建模。此外，图 3.2 (b)展示了一个一维

示例函数，该函数无法被 3层残差标准化流模型建模，但可由单层隐式标准化流
模型精确表示。
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3.3.3 生成式建模算法

隐式标准化流模型可以由参数化的神经网络复合得到深度生成模型，并用于

高维数据分布的建模。本节提出一种可扩展的算法用于隐式标准化流模型的推断、

采样和训练。为简便起见，本节的推导过程只关注单层的隐式标准化流模型。

具体而言，单层的参数化的隐式标准化流模型 𝒛 = 𝑓(𝒙; 𝜃)定义如下：

𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝟎, 其中 𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝒈𝒙(𝒙; 𝜃) − 𝒈𝒛(𝒛; 𝜃) + 𝒙 − 𝒛, （3.19）

且 Lip(𝒈𝒙) < 1，Lip(𝒈𝒛) < 1，𝜃 表示 𝒈𝒙 和 𝒈𝒛 中所有的参数（但这并不意味着 𝒈𝒙

和 𝒈𝒛共享参数）。需要注意的是，𝒙代表的是该层的输入，而不是输入数据。
单层隐式标准化流模型中，对于给定的 𝒙计算 𝒛的推断过程对应于求解关于

𝒛的方程 𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝟎的根。由于隐式标准化流模型基于隐式表示，𝒛的求解不能
被显式地计算。为了解决这个问题，以下采用拟牛顿法 [118]迭代地求解，每一步的

迭代如下：

𝒛[𝑖+1] = 𝒛[𝑖] − 𝛼𝐵𝐹 (𝒛[𝑖], 𝒙; 𝜃), 迭代地进行 𝑖 = 0, 1, ⋯ （3.20）

其中 𝐵是雅克比矩阵的逆的低秩近似①，𝛼是线搜索方法 [118]动态计算的步长，停

止准则是 |𝑭 (𝒛[𝑖], 𝒙; 𝜃)|2 < 𝜖𝒇，其中 𝜖𝒇 是用于平衡计算时间和计算精度的超参数。

由于定理 3.1保证了根的存在性和唯一性，拟牛顿法的收敛性也得到了保证，且其

收敛速度通常快于线性求解算法的收敛速度。

另一个推断问题是估计输入数据 𝒙的对数似然（log-likelihood）。假设 𝒛 ∼ 𝑝(𝒛)，
其中 𝑝(𝒛)是一个简单的先验分布（例如标准高斯分布）。𝒙的对数似然可以写成

log 𝑝(𝒙) = log 𝑝(𝒛) + log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙(𝒙)) − log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛(𝒛)), （3.21）

详细推导参见第 3.5.4节。然而，精确计算对数行列式对应的项需要𝒪(𝑑3)的时间成
本，这难以扩展到高维数据的情形。为了解决这个问题，本节基于 Chen等人 [34]提

出的 Skilling-Hutchinson随机迹（trace）估计方法 [119-120]来对 log 𝑝(𝒙)进行无偏估
计：

log 𝑝(𝒙) = log 𝑝(𝒛) + 𝔼𝑛∼𝑝(𝑁),𝒗∼𝒩 (0,𝐼)
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
(𝒗𝑇 [𝐽𝒈𝒙(𝒙)]𝑘𝒗 − 𝒗𝑇 [𝐽𝒈𝒛(𝒛)]𝑘𝒗)

ℙ(𝑁 ⩾ 𝑘)
⎤
⎥
⎥
⎦

,

（3.22）

其中 𝑝(𝑁)为定义在正整数上的随机变量的概率分布。
采样过程需要对给定的 𝒛 计算对应的 𝒙，这也可以通过拟牛顿法计算方程

𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝟎的根来解决，对应的超参数与推断过程一致。

① 计算细节参见 Broyden [118]提出的算法。
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训练过程基于随机梯度下降（stochastic gradient descent）来最小化训练数据的

负对数似然（记为 ℒ），并以反向传播（backpropagation）的方式估计模型参数的

梯度。根据链式法则（chain rule）和对数的可加性，每一层隐式标准化流模型的梯

度计算都需要估计式（3.21）对 𝒙和 𝜃的梯度。具体而言，梯度计算涉及两项：一
项是 ∂

∂(⋅) log det(𝐼 + 𝐽𝒈(𝒙; 𝜃))，另一项是 ∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂(⋅)，其中 𝒈是一个满足 Lip(𝒈) < 1的函

数，(⋅)表示 𝒙或 𝜃。第一项的计算参考了 Chen等人 [34]提出的无偏梯度估计方法，

具体表述如下：

∂ log det(𝐼 + 𝐽𝒈(𝒙; 𝜃))
∂(⋅) = 𝔼𝑛∼𝑝(𝑁),𝒗∼𝒩 (0,𝐼) [(

𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑘

ℙ(𝑁 ⩾ 𝑘)𝒗𝑇 𝐽𝒈(𝒙; 𝜃)𝑘
)

∂𝐽𝒈(𝒙; 𝜃)
∂(⋅) 𝒗

]
,

（3.23）

其中 𝑝(𝑁)为定义在正整数上的随机变量的概率分布。而第二项 ∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂(⋅) 可以根据隐

函数定理（implicit function theorem）计算，如下所示（详见第 3.5.4节的推导）：
∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂(⋅) = ∂ℒ

∂𝒛 𝐽 −1
𝑮 (𝒛)∂𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃)

∂(⋅) , 其中 𝑮(𝒛; 𝜃) ≔ 𝒈𝒛(𝒛; 𝜃) + 𝒛. （3.24）

对于高维数据，精确计算雅克比矩阵的逆的开销很高。为了降低计算开销，本节

基于 Bai等人 [113]所提方法来计算 ∂ℒ
∂𝒛 𝐽 −1

𝐺 (𝒛)，即求解如下关于变量 𝒚的线性方程：

𝐽 𝑇
𝑮 (𝒛)𝒚𝑇 = (∂ℒ

∂𝒛 )𝑇 , （3.25）

其中等式左边是一个向量-雅克比矩阵乘积（vector-Jacobian product），这可以通过

自动微分的编程库有效地计算（而无需计算雅克比矩阵）。求解该线性方程同样也

使用拟牛顿法来计算 𝒚的值，其中停止准则的误差界为 𝜖𝑏。在实践中，前向计算

时拟牛顿法的超参数 𝜖𝑓 = 10−6，反向传播时拟牛顿法的超参数 𝜖𝑏 = 10−10。前向

计算和反向计算的算法流程详见算法 3.1和算法 3.2。

3.4 实验结果

本节从分类任务和密度建模任务上验证隐式标准化流模型的表达能力。所有

实验都使用谱归一化（spectral normalization）[121]来对利普希兹常数进行约束，其

中每层的利普希兹常数的上界记为 𝑐。对于伪牛顿法的超参数，训练和测试中都使
用 𝜖𝑓 = 10−6和 𝜖𝑏 = 10−10，以在数值上确保训练期间的可逆性和稳定性。

3.4.1 分类任务

本节首先在分类任务上比较残差标准化流模型（ResFlow）和隐式标准化流模

型（ImpFlow）的表达能力。本节实验的网络结构全部基于 ResNet-18 [4]，并移除了

每个残差块（residual block）内所有的批归一化（batch normalization）层，仅保留下
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算法 3.1单层隐式标准化流模型的前向计算算法
输入：变量 𝒙，式（3.5）中的函数 𝒈𝒙;𝜃 和 𝒈𝒛;𝜃，停止阈值 𝜖𝒇
输出：隐变量 𝒛 = 𝒇(𝒙)和模型的概率密度 log 𝑝(𝒙)，其中 𝒇 是由 𝒈𝒙;𝜃 和 𝒈𝒛;𝜃 定义的隐函数
1: 令 𝒉(𝒛) ≔ 𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃)，𝒛 ← 𝟎
2: while ‖𝒉(𝒛)‖2 ⩾ 𝜖𝒇 do
3: 𝐵 ←伪牛顿法估计的 𝒉(𝒛)的雅克比矩阵的伪逆
4: 𝛼 ←线搜索(𝒛, 𝒉, 𝐵)
5: 𝒛 ← 𝒛 − 𝛼𝐵𝒉(𝒛)
6: end while
7: if 训练 then
8: 基于式（3.23）估计 log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙

(𝒙; 𝜃))
9: 基于式（3.23）估计 log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛

(𝒛; 𝜃))
10: else
11: 基于式（3.22）估计 log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙

(𝒙; 𝜃))
12: 基于式（3.22）估计 log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛

(𝒛; 𝜃))
13: end if
14: 基于式（3.21）计算 log 𝑝(𝒙)

算法 3.2单层隐式标准化流模型的反向传播算法
输入：前向的输入变量 𝒙，输出变量 𝒛，损失函数对 𝒛的梯度 ∂ℒ

∂𝒛，式（3.5）中的函数 𝒈𝒙;𝜃
和 𝒈𝒛;𝜃，停止阈值 𝜖𝑏。

输出：反向传播时 𝒛回传到 𝒙的梯度 ∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂𝒙 和回传到 𝜃的梯度 ∂ℒ

∂𝒛
∂𝒛
∂𝜃

1: 令 𝑮(𝒛; 𝜃) ≔ 𝒈𝒛(𝒛; 𝜃) + 𝒛，𝒉(𝒚) = 𝒚𝐽𝑮(𝒛) − ∂ℒ
∂𝒛，𝒚 ← 𝟎

2: while ‖𝒉(𝒚)‖2 ⩾ 𝜖𝑏 do
3: 𝐵 ←伪牛顿法估计的 𝒉(𝒚)的雅克比矩阵的伪逆
4: 𝛼 ←线搜索(𝒚, 𝒉, 𝐵)
5: 𝒚 ← 𝒚 − 𝛼𝐵𝒉(𝒚)
6: end while
7: 基于自动微分的编程库，计算 ∂𝑭 (𝒛,𝒙;𝜃)

∂𝒙 和 ∂𝑭 (𝒛,𝒙;𝜃)
∂𝜃

8: ∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂𝒙 ← 𝒚 ∂𝑭 (𝒛,𝒙;𝜃)

∂𝒙
9: ∂ℒ

∂𝒛
∂𝒛
∂𝜃 ← 𝒚 ∂𝑭 (𝒛,𝒙;𝜃)

∂𝜃

采样（down sampling）层中的批归一化层。此外，由于单层的 ImpFlow由两个残差

块组成，且每个残差块的输入和输出的维度相同，因此本节实验在 ResNet-18的每

个尺度（scale）中将下采样直连（downsampling shortcut）替换为恒等直连（identity

shortcut），并在每个尺度的两个残差块后添加具有批归一化层的的下采样层（一

个卷积层）。由此一来，每个尺度都由具有相同输入和输出维度的两个残差块组

成。所有实验（ResNet、ResFlow、ImpFlow）使用的网络结构都基于上述网络结构

（6.5M参数），而不是原始的 ResNet-18结构（11.2M参数），唯一的区别只有是否
使用谱归一化以及谱归一化时不同的超参数 𝑐。
本节实验都基于最常用的设置：批大小（batch size）为 128，优化器（optimizer）

31



第 3章 隐式标准化流模型

表 3.1 在不同的谱归一化超参数 𝑐下，原始 ResNet、ResFlow和 ImpFlow在 CIFAR-10和
CIFAR-100测试集上的分类错误率（%）

原始 ResNet 𝑐 = 0.99 𝑐 = 0.9 𝑐 = 0.8 𝑐 = 0.7 𝑐 = 0.6

CIFAR-10
ResFlow

6.61
8.24 8.39 8.69 9.25 9.94

ImpFlow 7.29 7.41 7.94 8.44 9.22

CIFAR-100
ResFlow

27.83
31.02 31.88 32.21 33.58 34.48

ImpFlow 29.06 30.47 31.40 32.64 34.17

表 3.2 在表格数据集的测试集上的对数似然

POWER GAS HEPMASS MINIBOONE BSDS300

RealNVP [31] 0.17 8.33 -18.71 -13.55 153.28

FFJORD [37] 0.46 8.59 -14.92 -10.43 157.40

MAF [62] 0.24 10.08 -17.70 -11.75 155.69

NAF [122] 0.62 11.96 -15.09 -8.86 157.73

ImpFlow (𝐿 = 20) 0.61 12.11 -13.95 -13.32 155.68

ResFlow (𝐿 = 10) 0.26 6.20 -18.91 -21.81 104.63

ImpFlow (𝐿 = 5) 0.30 6.94 -18.52 -21.50 113.72

为 Adam优化器 [7]，学习率（learning rate）为 10−3，没有权重衰减（weight decay），

总训练轮数为 150。谱归一化的迭代使用 10−3 的误差界限，与 Chen等人 [34]的设

置相同。

与生成式建模相比，分类是评估函数族表达能力的直接方法，因为该类任务

可以将函数拟合的能力与其它生成式建模所考虑的因素解耦合（例如对数行列式

的估计等）。在以上所述的相同的设置下，本节比较了在 CIFAR-10 和 CIFAR-

100 [123]上训练的 ResFlow和 ImpFlow，在测试集上的分类结果如表 3.1所示。为

了进一步探讨利普希兹常数约束的影响，实验中进一步改变不同的谱归一化超参

数 𝑐，以比较在相同的利普希兹常数上界下 ResFlow和 ImpFlow之间的差异。实

验表明，在不同的 𝑐值下，ImpFlow的分类结果始终优于同等参数的 ResFlow的结

果。这些结果在经验上验证了本节的主要理论结果，表明了 ImpFlow的表达能力

比 ResFlow更强。此外，对于较大的 𝑐，ImpFlow在分类方面与没有利普希兹常数
约束的原始的 ResNet相当，这也进一步说明了 ImpFlow打破了 ResFlow的利普希

兹常数的约束。
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表 3.3 在不同的谱归一化超参数 𝑐 下，ResFlow和 ImpFlow在 CIFAR-10测试集上平均
的负对数似然（比特/维度）

𝑐 = 0.9 𝑐 = 0.8 𝑐 = 0.7 𝑐 = 0.6

ResFlow (𝐿 = 12) 3.469 3.533 3.627 3.820

ImpFlow (𝐿 = 6) 3.452 3.511 3.607 3.814

(a)数据分布（5.00比特） (b) ResFlow（5.08比特） (c) ImpFlow（5.05比特）
图 3.3 残差标准化流模型和隐式标准化流模型在棋盘格数据上的密度估计结果

3.4.2 二维模拟数据的密度估计任务

对于密度建模任务，本节在棋盘格模拟数据上评估 ImpFlow的建模能力。这种

模拟数据的概率分布是多峰的，如图 3.3 (a)所示。为了公平比较，实验遵循与 Chen

等人 [34]相同的设置。具体而言，模型使用具有 128个隐藏单元的全连接层的 4层

多层感知器（multilayer perceptron，MLP）。学习率为 10−3，优化器为权重衰减为

10−5的 Adam优化器。此外，实验发现 sin(2𝜋𝒙)/2𝜋是一种更好的激活函数，既能
保证利普希兹常数为 1，又能避免隐函数的梯度消失，所以在 ResFlow和 ImpFlow

的所有实验中都使用这种激活函数。模型没有使用任何归一化层。对数行列式项

使用与 ResFlow实验相同的解析计算方式 [34]。谱归一化的超参数为 0.999，迭代
次数为 20。训练时批大小为 5000，共进行 50000次迭代。测试时批大小为 10000。
注意到这样的数据分布的支撑（support）是有界的，而模型希望拟合一个将

这种数据映射到标准高斯分布的变换 𝒇，但标准高斯分布的支撑是无界的。一个
完美的 𝒇 需要一个足够大的 ‖𝐽𝒇 (𝒙)‖2来保证准确地映射高斯分布中那些远离原点

的点。因此，这样的 𝒇 的利普希兹常数需要较大，故无法由 8层的 ResFlow拟合

（参见图 3.3 (b)）。相反，一个 4层的 ImpFlow可以达到 5.05比特的结果，这优于
具有相同参数数量的 8层 ResFlow的 5.08比特。这样的实验结果也与定理 3.2的

理论结果一致。
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图 3.4 在 64 × 64分辨率的 5比特 CelebA数据集上训练的隐式标准化流模型的采样结果

3.4.3 真实数据的密度估计任务

为了进一步验证 ImpFlow的建模能力，本节在一些真实数据的密度估计任务

中进行测试，包括表格数据集 [62,124]、CIFAR-10 [125]和 5比特的 64 × 64分辨率的
CelebA [32]。所有实验中，对数行列式的无偏估计器都使用 𝑝 = 0.5的几何分布作
为 𝑝(𝑁)。
对于表格数据，实验在五个数据集上测试了 ImpFlow的性能，分别为：POWER

（𝑑 = 6），GAS（𝑑 = 8），HEPMASS（𝑑 = 21），MINIBOONE（𝑑 = 43）和 BSDS300

（𝑑 = 63），其中 𝑑 是数据维数。实验使用与 Papamakarios等人 [62]相同的数据预

处理，以及与 Chen等人 [34]在二维模拟数据上相同的实验设置，包括 1000的批大
小（训练和测试）和具有 10−3的学习率 Adam优化器。残差块是具有 128个隐藏
单元的 4层MLP。为了确保参数量相同，ResFlow使用 10个残差块，ImpFlow使

用 5个残差块。此外，20层的 ImpFlow可以得到与前人工作可比甚至更好的实验

结果。实验使用的激活函数与二维模拟数据的实验相同，即 sin(2𝜋𝒙)/2𝜋，且没有
使用任何归一化层。谱归一化的超参数 𝑐 = 0.9，迭代误差界是 10−3。表 3.2列出

了 ResFlow和 ImpFlow在测试集上的平均对数似然。ImpFlow在所有数据集上都
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比 ResFlow有更好的密度估计结果，这再次证明了 ImpFlow的有效性。

对于 CIFAR-10数据集，实验遵循与 Chen等人 [34]相同的设置和架构，其中隐

藏通道为 512，批大小为 64，优化器为学习率是 10−3的 Adam优化器。谱归一化

的迭代误差上限是 10−3。表 3.3展示了负对数似然（negative log-likelihood，NLL）

的结果，单位为比特/维度（bits/dim）。给定不同的谱归一化超参数 𝑐，ImpFlow（6
层）的密度估计结果一致地优于同参数量的 ResFlow（12层）。
对于 CelebA数据集，实验遵循与 Chen等人 [34]中 ResFlow的最终版本完全相

同的设置，除了激活函数为 sin(2𝜋𝒙)/2𝜋。ImpFlow的采样结果如图 3.4所示。

3.5 定理证明

3.5.1 引理 3.1的证明

证明（引理 3.1）∀𝒇 ∈ ℛ，有

sup
𝒙∈ℝ𝑑

‖𝐽𝒇 (𝒙) − 𝐼‖2
2 < 1, （3.26）

根据矩阵 𝐿2范数的定义，上述不等式等价于

sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

‖(𝐽𝒇 (𝒙) − 𝐼)𝒗‖2
2 < 1, （3.27）

对不等式左边展开，等价于

sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽 𝑇
𝒇 (𝒙)𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 − 2𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 < 0 （3.28）

由于 𝒇 是可逆映射，𝐽𝒇 (𝒙) 是可逆矩阵，所以对于 ∀𝒙, 𝒗 ∈ ℝ𝑑 , ‖𝒗‖2 = 1，有
𝒗𝑇 𝐽 𝑇

𝒇 (𝒙)𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 > 0。因此

0 > sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽 𝑇
𝒇 (𝒙)𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 − 2𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 ⩾ sup

𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1
−2𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗,

（3.29）

故

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 > 0. （3.30）

由于 𝒇 的任意性，故有ℛ ⊂ ℱ。另一方面，令 𝒇(𝒙) = 𝑚𝒙，其中 𝑚 > 2，有

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 = inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 (𝑚𝐼)𝒗 = 𝑚 （3.31）

由于𝑚可以任意大，而ℛ中的函数的利普希兹常数不超过 2，因此 𝒇 ∈ ℱ但 𝒇 ∉ ℛ，
所以ℛ ⫋ ℱ。 ∎
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3.5.2 定理 3.2的证明

为了证明定理 3.2，以下先证明几个必要的引理。

引理 3.2： ∀𝒇 ∈ 𝒟，若 𝒇 ∈ ℱ，则 𝒇 −1 ∈ ℱ。
证明 首先，

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 −1(𝒙)𝒗

（根据逆函数定理（inverse function theorem））

= inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽 −1
𝒇 (𝒇 −1(𝒙))𝒗

（由于 𝒇 是从 ℝ𝑑 到 ℝ𝑑 的）

= inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽 −1
𝒇 (𝒙)𝒗

（3.32）

令 𝒖 = 𝐽 −1
𝑓 (𝒙)𝒗，𝒗0 = 𝒖

‖𝒖‖2
，有 ‖𝒗0‖2 = 1，且

𝒗𝑇 𝐽 −1
𝒇 (𝒙)𝒗 = 𝒖𝑇 𝐽 𝑇

𝒇 (𝒙)𝒖 = 𝒖𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒖 = ‖𝒖‖2
2𝒗𝑇

0 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗0. （3.33）

其中，第二个等式是由于如下结论：对于任意 𝑑 × 𝑑 维的实矩阵 𝐴，∀𝒙 ∈ ℝ𝑑，

𝒙𝑇 𝐴𝒙 = (𝒙𝑇 𝐴𝒙)𝑇 = 𝒙𝑇 𝐴𝑇 𝒙（因为 𝒙𝑇 𝐴𝒙 ∈ ℝ）。
另一方面，由于 𝒇 是利普希兹连续函数，所以 ‖𝐽𝒇 (𝒙)‖2 ⩽ Lip(𝒇 )，故

1 = ‖𝒗‖2 ⩽ ‖𝐽𝒇 (𝒙)‖2‖𝒖‖2 ⩽ Lip(𝒇 )‖𝒖‖2, （3.34）

这意味着

‖𝒖‖2 ⩾ 1
Lip(𝒇 ) . （3.35）

代入式（3.32）和式（3.33），有

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 −1(𝒙)𝒗 ⩾ 1
Lip(𝒇 )2 inf

𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗0∈ℝ𝑑 ,‖𝒗0‖2=1
𝒗𝑇

0 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗0 > 0. （3.36）

因此 𝒇 −1 ∈ ℱ。 ∎
引理 3.3： ∀𝒇 ∈ ℛ，有 𝒇 −1 ∈ ℱ。
证明 首先，根据引理 3.1，有

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 > 0. （3.37）

而由于 𝒇 ∈ ℛ ⊂ 𝒟，有 𝒇 −1 ∈ 𝒟，所以根据引理 3.2，有

inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 −1(𝒙)𝒗 > 0. （3.38）

因此 𝒇 −1 ∈ ℱ。 ∎
引理 3.4： ∀𝒇 ∈ ℱ，∃𝛼0 > 0，使得 ∀ 0 < 𝛼 < 𝛼0，有 𝛼𝒇 ∈ ℛ。
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证明 由于 𝒇 是利普希兹连续函数，有 Lip(𝒇 ) = sup𝒙∈ℝ𝑑 ‖𝐽𝒇 (𝒙)‖2 > 0。令

𝛽 ≔ inf
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗, （3.39）

那么根据 ℱ 的定义，有 𝛽 > 0。令

𝛼0 ≔ 𝛽
Lip(𝒇 )2 , （3.40）

那么 𝛼0 > 0。对于 ∀ 0 < 𝛼 < 𝛼0，有

sup
𝒙∈ℝ𝑑

‖𝛼𝐽𝒇 (𝒙) − 𝐼‖2
2

（基于矩阵 𝐿2范数的定义而展开）

= sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

𝒗𝑇 (𝛼𝐽 𝑇
𝒇 (𝒙) − 𝐼)(𝛼𝐽𝒇 (𝒙) − 𝐼)𝒗

（展开左式，且基于如下结论合并同类项：对于任意 𝑑 × 𝑑 维的实矩阵 𝐴，）

（∀𝒙 ∈ ℝ𝑑，𝒙𝑇 𝐴𝒙 = (𝒙𝑇 𝐴𝒙)𝑇 = 𝒙𝑇 𝐴𝑇 𝒙（因为 𝒙𝑇 𝐴𝒙 ∈ ℝ））

= 1 + sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

(𝛼2𝒗𝑇 𝐽 𝑇
𝒇 (𝒙)𝐽𝒇 (𝒙)𝒗 − 2𝛼𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗)

（利用 sup的不等式放缩）

= 1 + 𝛼2 sup
𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1

(𝒗𝑇 𝐽 𝑇
𝒇 (𝒙)𝐽𝒇 (𝒙)𝒗) − 2𝛼 inf

𝒙∈ℝ𝑑 ,𝒗∈ℝ𝑑 ,‖𝒗‖2=1 (𝒗𝑇 𝐽𝒇 (𝒙)𝒗)

（基于矩阵 𝐿2范数的定义和利普希兹常数的定义）

= 1 + 𝛼(𝛼Lip(𝒇 )2 − 2𝛽)

（由于 𝛼 < 𝛼0 = 𝛽
Lip(𝒇 )2）

< 1 − 𝛼𝛽 < 1.

因此 𝛼𝒇 ∈ ℛ。 ∎
基于以上引理，以下给出定理 3.2的具体证明。

证明 (定理 3.2)令

𝒫 ≔ {𝒇 ∈ 𝒟 | ∃𝒇1, 𝒇2 ∈ ℱ, 使得 𝒇 = 𝒇2 ∘ 𝒇1}. （3.41）

以下首先证明 ℐ ⊂ 𝒫。对于 ∀𝒇 ∈ ℐ，存在 𝒇1 ∈ ℛ，𝒇 −1
2 ∈ ℛ，使得 𝒇 = 𝒇2 ∘ 𝒇1。

根据引理 3.1，有 𝒇1 ∈ ℱ；而根据引理 3.3，有 𝒇2 ∈ ℱ。因此，𝒇 ∈ 𝒫。由 𝒇 的任
意性，有 ℐ ⊂ 𝒫。
接下来证明 𝒫 ⊂ ℐ。对于 ∀𝒇 ∈ 𝒫，存在 𝒇1, 𝒇2 ∈ ℱ，使得 𝒇 = 𝒇2 ∘ 𝒇1。根

据引理 3.2，有 𝒇 −1
2 ∈ ℱ。另一方面，根据引理 3.4，∃ 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0，使得对于
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∀ 0 < 𝛼 < min{𝛼1, 𝛼2}，有 𝛼𝒇1 ∈ ℛ，𝛼𝒇 −1
2 ∈ ℛ。因此，可将 𝒇 拆分为 𝒇(𝒙) = 𝒈2 ∘𝒈1，

其中

𝒈1(𝒙) = 𝛼𝒇1(𝒙),

𝒈2(𝒙) = 𝒇2(𝒙
𝛼 ).

（3.42）

此时 𝒈1 ∈ ℛ，𝒈2 ∈ ℛ，所以 𝒇 ∈ ℐ。由 𝒇 的任意性，有 𝒫 ⊂ ℐ。
综上所述，ℐ = 𝒫。 ∎

3.5.3 定理 3.3的证明

以下首先给出一个关于双向利普希兹连续函数的引理。

引理 3.5： 若 𝒇 ∶ (ℝ𝑑 , ‖ ⋅ ‖) → (ℝ𝑑 , ‖ ⋅ ‖)是双向利普希兹连续的，那么
1

Lip(𝒇 −1)
⩽ ‖𝒇(𝒙1) − 𝒇(𝒙2)‖

‖𝒙1 − 𝒙2‖ ⩽ Lip(𝒇 ), ∀𝒙1, 𝒙2 ∈ ℝ𝑑 , 𝒙1 ≠ 𝒙2. （3.43）

证明 对于 ∀𝒙1, 𝒙2 ∈ ℝ𝑑 , 𝒙1 ≠ 𝒙2，有

‖𝑓(𝒙1) − 𝑓(𝒙2)‖ ⩽ Lip(𝒇 )‖𝒙1 − 𝒙2‖, （3.44）

且

‖𝒙1 − 𝒙2‖ = ‖𝒇 −1(𝑓 (𝒙1)) − 𝒇 −1(𝑓 (𝒙2))‖ ⩽ Lip(𝒇 −1)‖𝑓(𝒙1) − 𝑓(𝒙2)‖. （3.45）

整理即可得所证结论。 ∎
引理 3.6： 对于 𝐿层的残差标准化流模型 𝒇 = 𝒇𝐿 ∘ ⋯ ∘ 𝒇1，其中每个函数 𝒇ℓ满足

𝒇ℓ(𝒙) = 𝒙 + 𝒈ℓ(𝒙), Lip(𝒈ℓ) ⩽ 𝜅 < 1, （3.46）

有

(1 − 𝜅)𝐿 ⩽ ‖𝒇(𝒙1) − 𝒇(𝒙2)‖
‖𝒙1 − 𝒙2‖ ⩽ (1 + 𝜅)𝐿, ∀𝒙1, 𝒙2 ∈ ℝ𝑑 , 𝒙1 ≠ 𝒙2. （3.47）

证明 根据 Behrmann等人 [33]的结论，有 Lip(𝒇 −1
ℓ ) ⩽ 1

1−𝜅。因此根据引理 3.5，有

1 − 𝜅 ⩽ ‖𝒇ℓ(𝒙1) − 𝒇ℓ(𝒙2)‖
‖𝒙1 − 𝒙2‖ ⩽ 1 + 𝜅 < 2, ∀𝒙1, 𝒙2 ∈ ℝ𝑑 , 𝒙1 ≠ 𝒙2. （3.48）

将所有 ℓ = 1, ⋯ , 𝐿对应的不等式相乘，即可得到所证结论。 ∎
接下来正式给出定理 3.3的证明。

证明 (定理 3.3)

一方面，根据 𝒫(𝐿, 𝑟)的定义，有 𝒫(𝐿, 𝑟) ⊂ ℱ ⊂ ℐ。
另一方面，对于 ∀ 0 < ℓ < log2(𝐿)，有 𝐿 − 2ℓ > 0。对于 ∀ 𝒈 ∈ ℛℓ，根据引
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理 3.6，有

‖𝒈(𝒙) − 𝒈(𝒚)‖2 ⩽ 2ℓ‖𝒙 − 𝒚‖2, ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℬ𝑟. （3.49）

因此，∀𝒇 ∈ 𝒫(𝐿, 𝑟)，∀ 𝒙0 ∈ ℬ𝑟，有

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 = ‖𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒙0) + 𝒈(𝒙0) − 𝒈(𝒙) + 𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2

（三角不等式）

⩾ ‖𝑓(𝒙) − 𝒇(𝒙0)‖2 − ‖𝒈(𝒙0) − 𝑔(𝒙)‖2 − ‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2

（根据 𝒫(𝐿, 𝑟)的定义以及式（3.49））

⩾ (𝐿 − 2ℓ)‖𝒙 − 𝒙0‖2 − ‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2.

（3.50）

所以

sup
𝒙∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 ⩾ sup
𝒙∈ℬ𝑟

(𝐿 − 2ℓ)‖𝒙 − 𝒙0‖2 − ‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2

⩾ (𝐿 − 2ℓ)𝑟 − ‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2.
（3.51）

注意到上述不等式对于任意 𝒙0 ∈ ℬ𝑟都成立，所以有

sup
𝒙∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 ⩾ (𝐿 − 2ℓ)𝑟 − inf
𝒙0∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2

⩾ (𝐿 − 2ℓ)𝑟 − sup
𝒙0∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙0) − 𝒈(𝒙0)‖2.
（3.52）

由于 𝒙和 𝒙0的任意性，不等式的左右两项可以合并，有

sup
𝒙∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 ⩾ 𝑟
2(𝐿 − 2ℓ), ∀𝒈 ∈ ℛℓ. （3.53）

由于 𝒈的任意性，有

inf
𝒈∈ℛℓ

sup
𝒙∈ℬ𝑟

‖𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)‖2 ⩾ 𝑟
2(𝐿 − 2ℓ) > 0. （3.54）

因此 𝒇 ∉ ℛℓ。又由于 𝒇 的任意性，因此ℛℓ ∩ 𝒫(𝐿, 𝑟) = ∅。 ∎

3.5.4 第 3.3.3节中结果的证明

首先给出式（3.21）的证明。

证明 (式（3.21）)根据变量替换公式（change-of-variable formula），

log 𝑝(𝒙) = log 𝑝(𝒛) + log |det(
∂𝒛
∂𝒙)| . （3.55）

由于 𝒛和 𝒙之间的映射由如下方程定义：

𝑭 (𝒛, 𝒙) = 𝒈𝒙(𝒙) − 𝒈𝒛(𝒛) + 𝒙 − 𝒛 = 0, （3.56）
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根据隐函数定理（implicit function theorem），有
∂𝒛
∂𝒙 = 𝐽𝒇 (𝒙) = −[𝐽𝑭 ,𝒛(𝒛)]−1[𝐽𝑭 ,𝒙(𝒙)] = (𝐼 + 𝐽𝒈𝒛(𝒛))−1(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙(𝒙)). （3.57）

所以

log | ∂𝒛
∂𝒙| = log | det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙(𝒙))| − log | det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛(𝒛))|. （3.58）

注意到 𝐽𝒈𝒙(𝒙)的任何一个特征值 𝜆都满足 |𝜆| < 𝜎(𝐽𝒈𝒙(𝒙)) = ‖𝐽𝒈𝒙(𝒙)‖2 < 1（其中
𝜎(𝐽) 表示矩阵 𝐽 的奇异值），所以 𝜆 ∈ (−1, 1)，因此 det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙(𝒙)) > 0。同理，
det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛(𝒛)) > 0。所以

log | ∂𝒛
∂𝒙| = log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒙(𝒙)) − log det(𝐼 + 𝐽𝒈𝒛(𝒛)). （3.59）

∎
其次给出式（3.24）的证明。

证明 (式（3.24）)对 𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝟎两侧关于 𝒙求全微分（其中 𝒛是 𝒙的函数），有
∂𝒈𝒙(𝒙; 𝜃)

∂𝒙 − ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)
∂𝒛

∂𝒛
∂𝒙 + 𝐼 − ∂𝒛

∂𝒙 = 𝟎. （3.60）

因此

∂𝒛
∂𝒙 = (𝐼 + ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)

∂𝒛 )
−1

(𝐼 + ∂𝒈𝒙(𝒙; 𝜃)
∂𝒙 ) = 𝐽 −1

𝑮 (𝒛)∂𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃)
∂𝒙 . （3.61）

此外，对 𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃) = 𝟎两侧关于 𝜃求全微分，有
∂𝒈𝒙(𝒙; 𝜃)

∂𝜃 − ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)
∂𝜃 − ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)

∂𝒛
∂𝒛
∂𝜃 − ∂𝒛

∂𝜃 = 𝟎, （3.62）

因此

∂𝒛
∂𝜃 = (𝐼 + ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)

∂𝒛 )
−1

(
∂𝒈𝒙(𝒙; 𝜃)

∂𝜃 − ∂𝒈𝒛(𝒛; 𝜃)
∂𝜃 ) = 𝐽 −1

𝑮 (𝒛)∂𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃)
∂𝜃 . （3.63）

因此，从 𝒛回传到 (⋅)的梯度为
∂ℒ
∂𝒛

∂𝒛
∂(⋅) = ∂ℒ

∂𝒛 𝐽 −1
𝑮 (𝒛)∂𝑭 (𝒛, 𝒙; 𝜃)

∂(⋅) . （3.64）

∎

3.6 本章小结

本章提出了隐式标准化流模型，通过方程的根隐式地定义可逆映射，从而推

广了标准化流模型。隐式标准化流模型基于残差标准化流模型，在可计算性和表

达能力之间达到了良好的平衡。理论分析表明，隐式标准化流模型的函数族比残

差标准化流模型的函数族更丰富，特别是在建模具有较大的利普希兹常数的函数

方面。此外，基于隐式微分公式，本章提出了一种可扩展的算法来训练和推断隐
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式标准化流模型。实验结果表明，隐式标准化流模型在分类和密度建模基准测试

上均优于同等参数量的残差标准化流模型。
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第 4章 扩散常微分方程最大似然训练的高效算法

第 3章提出了基于隐函数定义的隐式标准化流模型，旨在提高离散时间标准

化流模型的表达能力。本章考虑另一类可逆生成模型，即连续时间标准化流模型，

其中可逆映射由一个常微分方程定义。对于一般的连续时间标准化流模型，其训

练的每一步迭代都需要基于数值求解器计算常微分方程的解，因而训练的开销较

大。本章考虑连续时间标准化流模型的一种特殊参数化形式，称为扩散常微分方

程，其采样质量和密度估计性能都具有出色的表现。在前人工作中，该类模型都

基于一阶分数匹配（score matching）或等价的一阶去噪分数匹配（denoising score

matching）进行训练，避免了昂贵的数值求解器开销。然而，分数匹配与扩散常微

分方程的最大似然训练之间的关系仍然是一个未知的问题。本章提出了系统性的

理论分析框架，彻底揭示了两者之间的关系，并提出了一种全新的高阶去噪分数

匹配算法，以实现扩散常微分方程的高效最大似然训练。所提算法可以保证更高

阶的匹配误差严格被训练误差和较低阶的匹配误差所控制，从而保证了高阶分数

匹配的收敛性。实验结果表明，通过所提高阶去噪分数匹配算法，扩散常微分方

程在模拟数据和真实数据都获得了最优的似然估计结果。

4.1 本章引言

连续时间标准化流模型 [36-37]定义了从时间 𝑡 = 0到时间 𝑡 = 𝑇（𝑇 一般取 1）
的常微分方程（ordinary differential equation，ODE），利用常微分方程的可逆性从

而保证了整体映射是可逆的，因而也被称为神经常微分方程（neural ODE）。其中，

𝑡 = 0对应的分布为模型分布，而 𝑡 = 𝑇 对应的分布为简单的已知分布（如标准高
斯分布）。传统的神经常微分方程的最大似然训练旨在将 𝑡 = 0的模型分布与真实
数据分布匹配，并通过在每步优化中利用数值求解器估计训练数据的对数似然来

训练模型。然而，这种训练方式只能约束 𝑡 = 0的模型分布，但无法控制 0 < 𝑡 < 𝑇
之间的模型分布。与此相反，扩散常微分方程（diffusion ODE）通过对不同时间 𝑡
的分数匹配来匹配真实数据对应的概率流常微分方程（probability flow ODE）与模

型的常微分方程，约束了所有时间 𝑡的分布和映射轨迹，因而均摊了不同时间 𝑡的
训练开销，易于大规模训练。

在实践中，扩散常微分方程通过最小化一个对不同时间 𝑡加权求和的去噪分数
匹配损失 [106,126]来训练分数模型（score model）。Song等人 [105]从理论上证明，对

于某个特定的加权函数，最小化对应的一阶去噪分数匹配损失等价于于最大化扩
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(b)扩散常微分方程
（一阶去噪分数匹配）
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(c)扩散常微分方程
(三阶去噪分数匹配)

图 4.1 一阶和三阶去噪分数匹配对一维混合高斯分布的建模结果

散随机微分方程（diffusion SDE）的对数似然。然而，由于扩散随机微分方程与扩散

常微分方程并不同，最小化该损失与最大化扩散常微分方程的似然的关系仍然是

一个未知的问题。事实上，哪怕为了建模一个一维的简单混合高斯分布（mixture-

of-Gaussians），用一阶去噪分数匹配训练的扩散常微分方程的似然估计仍然可能

有非常大的误差，如图 4.1所示。此外，Song等人 [105]发现基于一阶去噪分数匹配

的扩散随机微分方程有最先进的采样质量，但相应的扩散常微分方程的对数似然

（例如，CIFAR-10数据集上约为 3.45比特/维度）比其它可比模型（例如，Song等

人 [45]的模型的结果约 3.13比特/维度）差得多。这样的实验结果表明，𝑝ODE0 的最

大似然训练与分数匹配之间的关系尚未得到很好的理解。由于扩散常微分方程可

以用于准确的似然估计，如何使用最大似然估计的准则来训练扩散常微分方程是

一个未被解决的重要问题。

本章将系统地分析分数匹配和扩散常微分方程的最大似然训练之间的关系，

并提出一种针对扩散常微分方程最大似然训练的高效算法。从理论上，本章给出

了数据分布和扩散常微分方程分布之间的库尔贝克-莱布勒散度（Kullback-Leibler

divergence，KL散度）的等价形式①，并明确揭示了 KL散度和原始的一阶分数匹

配之间的差距。此外，为了避免耗时的 ODE求解器 [36]，本章进一步证明了可以通

过约束第一、第二和第三阶分数匹配的训练误差来约束 KL散度的上界，进而约束

KL散度。由于通过最小化该上界得到的分数模型的最优解仍然是数据分布的分数

函数，所以学到的分数模型仍然可以用于原始扩散模型（例如 Song等人 [45]提出

的采样器）中的采样方法，用以生成高质量的样本。

基于这些分析，本章将进一步提出一种新的高阶去噪分数匹配算法来训练分

数模型，该算法从理论上保证了高阶分数匹配的近似误差是有界的。实验结果表

明，所提出的训练方法可以在保持高生成质量的同时，提高扩散常微分方程在不

① 基于最大似然估计的训练等价于基于最小化 KL散度的训练。
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同数据集上的似然估计准确度。

4.2 相关工作

扩散常微分方程是连续时间标准化流模型 [36]的一种特殊形式。根据式（2.16），

有

log 𝑝ODE0 (𝒙0) = log 𝑝ODE𝑇 (𝒙𝑇 ) + ∫
𝑇

0
tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡))d𝑡, （4.1）

其中 𝒙𝑡满足 d𝒙𝑡/d𝑡 = 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)。因此，最小化 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )等价于最大化

𝔼𝑞0(𝒙0) [log 𝑝ODE0 (𝒙0)] = 𝔼𝑞0(𝒙0) [log 𝑝ODE𝑇 (𝒙𝑇 ) + ∫
𝑇

0
tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡))d𝑡] . （4.2）

所有前人工作 [36-37]对连续时间标准化流模型的最大似然训练本质上都基于上述

表达式，且需要依赖ODE求解器来计算给定数据点 𝒙0的 log 𝑝ODE0 (𝒙0)。然而，由于
每一步优化都需要这样的计算，因此大型神经网络而言是难以扩展的。例如，Song

等人 [45]的扩散常微分方程在评估单个数据点的 log 𝑝ODE0 就需要花费 2 ∼ 3分钟。
此外，Finlay等人 [71]发现，通过简单地最大似然训练连续时间标准化流模型可能

导致不必要的复杂轨迹，这不利于采样和推断。并且，直接针对 𝑝ODE0 进行最大似

然训练只对 𝑡 = 0时刻的分布进行了约束，因此不能确保模型分布 𝑝ODE𝑡 在每个时

间 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) 也与数据分布 𝑞𝑡 相似，所以不能确保分数模型 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) 的最优解是
数据分数函数∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，故不能确保模型 ODE函数 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)与数据 ODE函数

𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)一致。
最近，Meng等人 [127]提出了一种用于估计数据分布的二阶分数函数的二阶去

噪分数匹配方法，其需要同时训练一阶分数模型和二阶分数模型。然而，即使一

阶分数匹配的误差很小且二阶分数匹配的训练误差为零，最小化Meng等人 [127]中

的目标函数所得到的最终二阶分数模型与真实的分数函数之间的匹配误差仍然可

能是无界的，这并不利于更高阶分数模型的训练。

4.3 分数匹配与扩散常微分方程的 KL散度之间的关系

准确的似然推断需要计算扩散常微分方程对应的 𝑝ODE0 ，但这通常与扩散随机

微分方程的分布 𝑝SDE0 不同。尽管根据式（2.30），一阶分数匹配目标 𝒥SM(𝜃) 可
以限制扩散随机微分方程的 KL散度上界，但这并不足以限制扩散常微分方程的

KL散度上界。本节给出了一阶分数匹配目标 𝒥SM(𝜃)和扩散常微分方程的 KL散

度 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )之间的关系，并通过引入高阶分数匹配来限制 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的
上界。图 4.2总结了本节的理论分析以及与前人工作的联系。

44



第 4章 扩散常微分方程最大似然训练的高效算法

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝SDE0 ) 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )

𝒥SM(𝜃) √𝒥SM(𝜃) ⋅ √𝒥Fisher(𝜃)

一阶分数匹配 一阶分数匹配 二、三阶分数匹配

Song等人 [105] （定理 4.1和式（4.8））⟵最小化上界⟶

（定理 4.2）

(定理 4.3和 4.4和推论 4.1)

图 4.2 分数匹配目标函数和扩散模型与数据分布的 KL散度之间的关系

以下首先给出扩散常微分方程的 KL 散度 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 ) 与一阶分数匹配
𝒥SM(𝜃)之间的关系。如下述定理所示，二者之间存在严格的非零差距。
定理 4.1： 令 𝑞0 为数据分布，𝑞𝑡 为式（2.18）中定义的正向扩散过程在时间 𝑡的
边缘分布，𝑝ODE𝑡 为通过式（2.34）定义的扩散常微分方程在时间 𝑡的边缘分布，有

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 ) = 𝔻KL(𝑞𝑇 ‖ 𝑝ODE𝑇 ) + 𝒥ODE(𝜃)

= 𝔻KL(𝑞𝑇 ‖ 𝑝ODE𝑇 ) + 𝒥SM(𝜃)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝SDE0 )的上界

+ 𝒥Diff(𝜃), （4.3）

其中

∆𝑡(𝒙𝑡, 𝜃) ≔ 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) （4.4）

𝒥ODE(𝜃) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0
𝑔2(𝑡)𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)[∆⊤

𝑡 (𝒙𝑡, 𝜃) (∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)) ]d𝑡,

（4.5）

𝒥Diff(𝜃) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0
𝑔2(𝑡)𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)[∆⊤

𝑡 (𝒙𝑡, 𝜃) (∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)) ]d𝑡. （4.6）

证明见第 4.7.1节。

由于 𝑝ODE𝑇 是固定的，最小化 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )等价于最小化 𝒥ODE(𝜃)，其中包括
𝒥SM(𝜃)和 𝒥Diff(𝜃)。虽然最小化 𝒥SM(𝜃)可以减少 𝒔𝜃(⋅, 𝑡)和数据分数函数∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(⋅)
之间的差距，但它无法控制 𝒥Diff(𝜃) 的误差，该误差包括 𝒔𝜃(⋅, 𝑡) 和模型分数函数
∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (⋅)之间的差距。如图 4.1所示，仅仅最小化 𝒥SM(𝜃)可能导致扩散常微
分方程的模型密度出现严重的问题。

定理 4.1中的 KL散度包括模型分数函数 ∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)，然而该函数计算开
销很高。为了解决这个问题，以下通过引入高阶分数匹配导出 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的上
界，可以避免计算 ∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)。令 𝔻F(𝑞 ‖ 𝑝) ≔ 𝔼𝑞(𝒙)|∇𝒙 log 𝑝(𝒙) − ∇𝒙 log 𝑞(𝒙)|2

2
表示两个分布 𝑞 和 𝑝之间的费舍尔散度（Fisher divergence，简记为 Fisher散度）。
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定义

𝒥Fisher(𝜃) ≔ 1
2 ∫

𝑇

0
𝑔(𝑡)2𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )d𝑡. （4.7）

对式（4.5）直接应用根据柯西-施瓦茨不等式（Cauchy-Schwarz inequality），有

𝒥ODE(𝜃) ⩽ √𝒥SM(𝜃) ⋅ √𝒥Fisher(𝜃). （4.8）

因此，可以通过最小化 𝒥SM(𝜃) 和 𝒥Fisher(𝜃) 来最小化扩散常微分方程的 KL 散度

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )。并且，当 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≡ ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)对所有 𝒙𝑡 ∈ ℝ𝑑 和 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]都成
立时，上述不等式取等号，且有 𝒥ODE(𝜃) = 𝒥SM(𝜃) = 0。然而，直接计算并最小化
𝒥Fisher(𝜃)仍然较为困难。以下进一步引入高阶分数匹配来限制 𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )，避免
ODE求解器的计算成本。

定理 4.2： 假设存在 𝐶 > 0 使得对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 和 𝒙𝑡 ∈ ℝ𝑑，都有

‖∇2
𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)‖2 ⩽ 𝐶（其中 ∇2 表示二阶导（即海森矩阵（Hessian matrix）），

‖ ⋅ ‖2 表示矩阵的谱范数），假设存在 𝛿1、𝛿2、𝛿3 > 0 使得对于任意 𝒙𝑡 ∈ ℝ𝑑 和

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，分数模型 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)满足

‖𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖2 ⩽ 𝛿1,

‖∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝐹 ⩽ 𝛿2,

‖∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))‖2 ⩽ 𝛿3,

（4.9）

其中 ‖ ⋅ ‖𝐹 表示矩阵的弗罗贝尼乌斯范数（Frobenius norm，简记为 Frobenius

范数）。那么，存在与 𝜃 无关的 𝑈(𝑡; 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝐶, 𝑞) ⩾ 0，使得 𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 ) ⩽
𝑈(𝑡; 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝐶, 𝑞)。并且，对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，若 𝑔(𝑡) ≠ 0，则 𝑈(𝑡; 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝐶, 𝑞)
是关于 𝛿1、𝛿2和 𝛿3的严格递增函数。

证明见第 4.7.2节。

定理 4.2表明，通过限制 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)、∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)和 ∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡))与 𝑞𝑡 的一

阶、二阶和三阶分数函数①之间的差距，可以限制 𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 ) 的上界从而限制
𝒥Fisher(𝜃)。由于 𝒥SM(𝜃)也可以由 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)的一阶分数匹配误差来限制，故可以通过
一阶、二阶和三阶分数匹配来限制 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的上界。

需要注意的是，𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)的高阶分数匹配与传统的扩散模型是兼容的，因为在
非参的情况下，𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)的最优解仍然是 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。因此，通过高阶分数匹配最
小化 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )之后，模型仍然可以使用 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)作为扩散模型进而采样。相
反，通过传统的 ODE求解器计算 log 𝑝ODE0 从而直接最小化 𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的方法
却不能确保这一点。

① 本章中，称 ∇2
𝒙𝑡
log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)为 𝑞𝑡 的二阶分数函数，称 ∇𝒙𝑡

tr(∇2
𝒙𝑡
log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))为 𝑞𝑡 的三阶分数函数。
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4.4 误差有界的高阶去噪分数匹配

第 4.3节中的分析表明，可以通过控制分数模型 𝒔𝜃(⋅, 𝑡)在每个时间 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
的一阶、二阶和三阶分数匹配误差（与其相应的导数）来限制扩散常微分方程的

KL散度𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 )的上界。受此启发，本节将传统的一阶去噪分数匹配 [106]推

广到二阶和三阶，以最小化高阶分数匹配误差。具体而言，本节提出一种新颖的

高阶去噪分数匹配方法，使得高阶分数匹配误差可以被其训练误差和低阶分数匹

配误差来限制，从而保证了高阶误差分数匹配的误差可控。

不失一般性，本节只对某个固定的时间 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]进行讨论，而关于所有 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ] 的整体训练目标见第 4.5 节。此外，本节只考虑最常见的扩散模型的情形

（详见第 2.2 节），即存在 𝛼𝑡 ∈ ℝ+ 和 𝜎𝑡 ∈ ℝ+，使得正向过程满足 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) =
𝒩 (𝒙𝑡|𝛼𝑡𝒙0, 𝜎2

𝑡 𝑰)。

4.4.1 一阶去噪分数匹配

本节介绍一些一阶去噪分数匹配的背景知识 [45,106]。

一阶分数匹配目标函数 𝒥SM(𝜃) 需要计算所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 的数据分数函数
∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，但它在实际情况中是未知的。为了解决这个问题，扩散模型利用去
噪分数匹配方法 [106]来训练分数模型。对于固定的时间 𝑡，由 𝜃参数化的一阶分数
模型 𝒔1(⋅, 𝑡; 𝜃) ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑 对应的一阶分数匹配为：

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)[‖𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2]. （4.10）

这可由如下的等价目标函数（一阶去噪分数匹配）进行优化：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝒙0,𝝐 [
1

𝜎2
𝑡

‖𝜎𝑡𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) + 𝝐‖
2
2]

, （4.11）

其中 𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰)以及 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐。

4.4.2 高阶去噪分数匹配

本节将一阶去噪分数匹配推广到二阶和三阶，以匹配在定理 4.2中定义的二阶

和三阶分数函数。首先介绍如下的二阶方法。

定理 4.3 (误差有界的二阶去噪分数匹配)： 假设 ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) 是对一阶数据分数函数
∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)的估计，𝒔2(⋅, 𝑡; 𝜃) ∶ ℝ𝑑 → ℝ𝑑×𝑑 是由 𝜃参数化的二阶分数模型，对应
的二阶分数匹配为

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡) [‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − ∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖

2
𝐹 ] . （4.12）
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那么，𝒔2(⋅, 𝑡; 𝜃)可由如下的等价目标函数（二阶去噪分数匹配）进行优化：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝒙0,𝝐 [
1

𝜎4
𝑡

‖𝜎2
𝑡 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) + 𝑰 − ℓ1ℓ⊤

1 ‖
2
𝐹 ]

, （4.13）

其中

ℓ1(𝝐, 𝒙0, 𝑡) ≔ 𝜎𝑡 ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝝐, 𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐, 𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰). （4.14）

更进一步，记一阶分数匹配的误差为 𝛿1(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ ‖ ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖2，那么对

于任意 𝒙𝑡和 𝜃，二阶分数模型 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)对应的二阶分数匹配误差有如下上界：

‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝐹

⩽ ‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡, 𝜃) − 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖𝐹 + 𝛿2
1(𝒙𝑡, 𝑡). （4.15）

证明见第 4.7.3节。

定理 4.3说明，式（4.13）中的二阶去噪分数匹配目标是二阶分数匹配的有效

替代，因为二阶分数模型 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)和真实的二阶分数函数 ∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)之间的差

距可以被训练误差 ‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖𝐹 和一阶分数匹配误差 𝛿1(𝒙𝑡, 𝑡)限制。
需要注意的是，Meng等人 [127]提出的二阶去噪分数匹配方法并没有这种误差有界

的性质。

此外，式（4.13）中的去噪分数匹配目标需要学习一个矩阵值函数∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，

但有时只需要二阶分数函数的迹（trace）tr(∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))。因此，以下提出一个只

匹配二阶分数函数的迹的推论。

推论 4.1 (误差有界的二阶去噪分数迹匹配)： 假设 𝒔trace2 (⋅, 𝑡; 𝜃) ∶ ℝ𝑑 → ℝ是由 𝜃参
数化的二阶分数迹模型，对应的二阶分数迹匹配为

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡) [|𝒔
trace
2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))|
2

] . （4.16）

那么，𝒔trace2 (⋅, 𝑡; 𝜃)可由如下的等价目标函数（二阶去噪分数迹匹配）进行优化：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝒙0,𝝐 [
1

𝜎4
𝑡

|𝜎
2
𝑡 𝒔trace2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) + 𝑑 − ‖ℓ1‖2

2|
2

]
. （4.17）

更进一步，二阶分数迹模型 𝒔trace2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)对应的二阶分数迹匹配误差有如下上界：

|𝒔trace2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − tr(∇2
𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))| ⩽ |𝒔trace2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔trace2 (𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)| + 𝛿2

1(𝒙𝑡, 𝑡).
（4.18）

最后，以下介绍三阶去噪分数匹配方法，其对应的三阶分数匹配误差可以由

训练误差和一、二阶分数匹配误差共同限制。

定理 4.4 (误差有界的三阶去噪分数匹配)： 假设 ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) 是对一阶分数函数
∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) 的估计， ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡) 是对二阶分数函数 ∇2

𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) 的估计，𝒔3(⋅, 𝑡; 𝜃) ∶
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ℝ𝑑 → ℝ𝑑 是由 𝜃参数化的三阶分数模型，对应的三阶分数匹配为

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡) [‖𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − ∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))‖

2

2] . （4.19）

那么，𝒔3(⋅, 𝑡; 𝜃)可由如下的等价目标函数（三阶去噪分数匹配）进行优化：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝒙0,𝝐 [
1

𝜎6
𝑡

‖𝜎3
𝑡 𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) + (‖ℓ1‖2

2𝑰 − tr(ℓ2)𝑰 − 2ℓ2) ℓ1‖
2
2]

, （4.20）

其中

ℓ1(𝝐, 𝒙0, 𝑡) ≔ 𝜎𝑡 ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝝐, ℓ2(𝝐, 𝒙0, 𝑡) ≔ 𝜎2
𝑡 ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝑰,

𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐, 𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰).
（4.21）

更进一步，记一阶分数匹配的误差为 𝛿1(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ ‖ ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖2，二阶分

数匹配的误差为 𝛿2(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ ‖ ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝐹，二阶分数迹匹配的误差为

𝛿2,tr(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ |tr( ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡)) − tr(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))|。那么对于任意 𝒙𝑡 和 𝜃，三阶分数模型

𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)对应的三阶分数匹配误差有如下上界：

‖𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)−∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))‖2

⩽‖𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖2 + (𝛿2
1 + 𝛿2,tr + 2𝛿2)𝛿2

1 .
（4.22）

定理 4.4表明，三阶分数匹配需要一阶分数匹配、二阶分数匹配和二阶分数迹

匹配才可以进行训练，并且三阶分数匹配的误差也可以由训练误差和低阶分数匹

配的误差限制。

4.5 通过高阶去噪分数匹配训练分数模型

基于第 4.4节提出的固定时间 𝑡的高阶去噪分数匹配算法，本节进一步提出针
对所有时间 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]的高效算法，以用于扩散常微分方程的最大似然训练。

通过时间重加权的方差缩减。 理论上，训练所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 的分数函数需要对
式 (4.11)、(4.13)、(4.17)和 (4.20)从 𝑡 = 0积分到 𝑡 = 𝑇。这样的积分可通过蒙特
卡洛（Monte Carlo）方法对 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]进行随机采样从而无偏地估计目标函数。然
而，由于 1/𝜎𝑡的值在不同 𝑡下的波动很大，这导致目标函数的方差可能很大。为了
减少方差，本节遵循一阶去噪分数匹配 [44-45]中的方差缩减技术，分别对第一、第

二、第三阶去噪分数匹配目标函数在每个时间 𝑡乘以 𝜎2
𝑡、𝜎4

𝑡、𝜎6
𝑡 来对时间进行重

加权，这也被称为一阶去噪分数匹配的 “噪声预测”（noise prediction）技巧 [44,54]。

具体而言，假设 𝒙0 ∼ 𝑞0(𝒙0)，时间采样的提议分布（proposal distribution）𝑝(𝑡) =
𝒰 [0, 𝑇 ] 是 [0, 𝑇 ] 上的均匀分布，随机噪声 𝝐 ∼ 𝒩 (𝟎, 𝑰) 服从标准高斯分布，令
𝒙𝑡 = 𝛼𝑡𝒙0 + 𝜎𝑡𝝐。将一阶去噪分数匹配的训练目标（式（4.11））对所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]加
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权求和，即可得对应的一阶训练目标函数：

𝒥 (1)
DSM(𝜃) ≔ 𝔼𝑡,𝒙0,𝝐[‖𝜎𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝝐‖

2
2]. （4.23）

且前人工作 [44-45]表明，上述目标函数的训练方差较低。

对于第二和第三阶去噪分数匹配目标，本节采取 ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ 𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)作为一阶
分数函数的估计， ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ ∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)作为二阶分数函数的估计，并且两者都禁
用了对 𝜃 的梯度计算。禁用梯度是因为高阶去噪分数匹配只需要较低阶分数函数
的估计值，如定理 4.3和定理 4.4所示。综合以上讨论，将二阶去噪分数匹配的训

练目标（式（4.13））、二阶去噪分数迹匹配的训练目标（式（4.17））、三阶去噪分

数匹配的训练目标（式（4.20））对所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]加权求和，即可得对应的训练目
标函数（其中 ℓ1, ℓ2的定义见式（4.21））：

𝒥 (2)
DSM(𝜃)≔𝔼𝑡,𝒙0,𝝐[‖𝜎2

𝑡 ∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) + 𝑰 − ℓ1ℓ⊤
1 ‖

2
𝐹 ],

𝒥 (2,tr)
DSM (𝜃)≔𝔼𝑡,𝒙0,𝝐[|𝜎2

𝑡 tr(∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)) + 𝑑 − ‖ℓ1‖2
2|

2
],

𝒥 (3)
DSM(𝜃)≔𝔼𝑡,𝒙0,𝝐[‖𝜎3

𝑡 ∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)) + (‖ℓ1‖2
2𝑰 − tr(ℓ2)𝑰 − 2ℓ2) ℓ1‖

2
2].

（4.24）

将各阶训练目标函数进行加权相加，最终的训练目标为：

min
𝜃

𝒥 (1)
DSM(𝜃) + 𝜆1 (𝒥 (2)

DSM(𝜃) + 𝒥 (2,𝑡𝑟)
DSM (𝜃)) + 𝜆2𝒥 (3)

DSM(𝜃), （4.25）

其中 𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0为超参数，具体的设置见第 4.6节。

可扩展性和数值稳定性。 由于二阶和三阶去噪分数匹配目标需要计算神经网络

的高阶导数，这对高维数据而言有很大的计算开销。因此，实践中使用随机迹估

计器（即 Skilling-Hutchinson trace estimator） [119-120]对雅克比矩阵的迹 [37]和雅克

比矩阵的 Frobenius范数 [71]进行无偏估计。

此外，实践中当 𝑡接近 0时存在数值不稳定的问题。因此，本章所有实验遵循
Song等人 [105]的设置，即先选择一个小的起始时间 𝜖 > 0，接着所有的训练和测试
都是针对 𝑡 ∈ [𝜖, 𝑇 ]而不是 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]进行的。需要注意的是，这样得到的似然计算
仍然是精确的，因为这本质上使用了 𝑝ODE𝜖 (𝒙0)来计算 𝒙0的对数似然，它仍然是一

个良好定义的概率模型 [105]。

4.6 实验结果

本节将从实验角度验证所提出的高阶去噪分数匹配算法可以改善扩散常微分

方程的似然估计性能，且同时保持相应扩散随机微分方程的高质量采样性能。具

体而言，本节使用方差爆炸（variance exploding，VE）[45]类型的扩散模型。在通过
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图 4.3 不同阶去噪分数匹配训练得到的扩散常微分方程对应的 ℓFisher(𝑡)和 ℓSM(𝑡)

最小化一阶分数匹配目标 𝒥SM(𝜃)训练时，该模型可由扩散随机微分方程得到高质
量采样，但由扩散常微分方程计算的数据似然却显著差于其它模型 [105]。在所有实

验中，起始时间 𝜖 = 10−5，这遵循 Song等人 [45]中的默认设置。为简便起见，本节

将 “分数匹配”称为最小化当 𝜆1 = 𝜆2 = 0时的式（4.25）对应的损失函数，将 “二

阶分数匹配”称为最小化 𝜆2 = 0时的式（4.25）对应的损失函数。对于三阶分数匹

配，𝜆1和 𝜆2的选取取决于实验数据。对于模拟数据（第 4.6.1、4.6.2节），实验选

择 𝜆1 = 0.5和 𝜆2 = 0.1；对于图像数据（第 4.6.3节），实验选择 𝜆1 = 𝜆2 = 1。
特别地，Song等人 [105]在最小化 𝒥SM(𝜃)时使用了另一个提议分布 𝑡 ∼ 𝑝(𝑡)来

对不同时间进行重加权。由于本节的所有实验只考虑 VE类型的扩散模型，它对应

的提议分布恰好是式（4.25）中的 𝑝(𝑡) = 𝒰 [0, 𝑇 ]，因此本节的实验设置与 Song等

人 [105]一致。

4.6.1 示例：一维混合高斯

本节以一个一维示例来说明高阶去噪分数匹配训练如何影响加权 Fisher散度

𝒥Fisher(𝜃)和扩散常微分方程的模型密度。设 𝑞0是如图 4.1 (a)所示的一维混合高斯

分布，其对应的密度函数为

𝑞0(𝒙0) = 0.4 ∗ 𝒩 (𝒙0 |−
2
9, 1

92 ) + 0.4 ∗ 𝒩 (𝒙0 |−
2
3, 1

92 ) + 0.2 ∗ 𝒩 (𝒙0 |
4
9, 2

92 ) .
（4.26）

通过最小化一阶分数匹配 𝒥SM(𝜃)训练一个 VE类型的分数模型，并使用相应的扩

散常微分方程计算模型密度，结果如图 4.1 (b)所示。由此可见，仅通过一阶分数

匹配获得的模型密度在某些数据点上与数据分布相差甚远。相反，通过三阶分数
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图 4.4 在二维棋盘格数据上使用不同阶去噪分数匹配训练得到的扩散常微分方程的模型

概率密度

匹配，图 4.1 (c)中的模型密度与数据分布高度相似，这验证了本章所提算法的有

效性。

以下进一步分析一、二、三阶去噪分数匹配训练后模型的 𝒥Fisher(𝜃)的差异。由
于 𝑞0是混合高斯分布，可以证明每个 𝑞𝑡也是混合高斯分布，并且 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)可
以解析地计算。令

ℓFisher(𝑡) ≔ 1
2𝑔(𝑡)2𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 ),

ℓSM(𝑡) ≔ 1
2𝑔(𝑡)2𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖2

2,
（4.27）

分别对应了 𝒥SM(𝜃) 和 𝒥Fisher(𝜃) 中每个时间 𝑡 的被积函数。图 4.3 展示了通过一、

二、三阶去噪分数匹配训练后扩散常微分方程从 𝑡 = 𝜖到 𝑡 = 𝑇 对应的 ℓFisher(𝑡)和
ℓSM(𝑡)（每个时间取 100个数据点进行平均）。如图 4.3所示，尽管在最小化去噪分

数匹配目标时 ℓSM(𝑡)较小，但大多数 𝑡的 ℓFisher(𝑡)相当大，这意味着 𝒥Fisher(𝜃)也
大。然而，二阶和三阶去噪分数匹配训练后的扩散常微分方程对应的 ℓFisher(𝑡)在
逐渐减小，这表明本章所提的高阶去噪分数匹配训练算法可以减小 ℓFisher(𝑡)从而
减小 𝒥Fisher(𝜃)。这些结果从经验上验证了控制高阶分数匹配误差可以控制模型对
应的 Fisher散度，正如定理 4.2所述。

4.6.2 二维模拟数据的密度估计任务

本节在二维模拟数据（棋盘格数据）上通过一、二、三阶去噪分数匹配训练

扩散常微分方程。实验使用 “噪声预测”模型 [54]，即使用神经网络 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)来建模
−𝜎𝑡𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)。其中，时间嵌入遵循 Song等人 [45]的设置，激活函数为 Swish [45,128]。

模型先用两层多层感知机（multilayer perceptron，MLP）对 𝑡进行编码，并使用两
层 MLP对输入 𝒙𝑡 进行编码，然后将它们拼接起来输入到另一个两层 MLP网络，

最终输出预测的噪声 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)。优化器为 Adam优化器 [7]，训练的批大小为 5000，
共训练 50, 000次迭代。由于本章提出的高阶去噪分数匹配算法具有误差有界的特
性，因此实验直接从默认初始化的神经网络开始训练，而不需要对较低阶模型进
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表 4.1 CIFAR-10上不同阶的去噪分数匹配对应的计算时间、训练迭代步数以及显存占用

算法阶数 每步迭代时间（秒） 显存（GB） 训练迭代步数

一阶 0.28 25.84 1200k

二阶 0.33 28.93 1200k（预训练模型） + 100k

三阶 0.44 49.12 1200k（预训练模型） + 100k

表 4.2 在 CIFAR-10和 ImageNet 32 × 32上，不同阶去噪分数匹配训练得到的负对数似然
（比特/维度）和采样质量（FID分数）结果

模型
CIFAR-10 ImageNet 32 × 32

NLL ↓ FID ↓ NLL ↓

VE（一阶） 3.66 2.42 4.21

VE（二阶） 3.44 2.37 4.06

VE（三阶） 3.38 2.95 4.04

VE-Deep（一阶） 3.45 2.19 4.21

VE-Deep（二阶） 3.35 2.43 4.05

VE-Deep（三阶） 3.27 2.61 4.03

行任何预训练。

如图 4.4所示，通过一阶去噪分数匹配得到的模型密度相当差，因为它无法控

制式（4.6）中 𝒥Diff(𝜃)对应的 ∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)的值。相反，二阶去噪分数匹配可
以控制 ∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)的部分值并改善模型密度，而三阶去噪分数匹配可以减小
Fisher散度𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )从而得到与数据分布相当一致的模型密度。这些结果验证
了本章所提的误差有界的高阶去噪分数匹配的有效性，并与定理 4.1和定理 4.2中

的理论分析一致。

4.6.3 图像数据的密度估计任务

本节进一步在 CIFAR-10数据集 [125]和 ImageNet 32 × 32数据集 [9]上用不同阶

的去噪分数匹配算法训练扩散常微分方程。其中，数据似然由扩散常微分方程对

应的 𝑝ODE𝜖 进行计算，而计算 FID分数 [129]需要的 50, 000个样本由预测-修正采样

器（predictor-corrector sampler） [45]从扩散随机微分方程中获得。

所有实验基于 Song等人 [45]的浅层 1200k次迭代得到的预训练模型（对应VE）

和深层 600k次迭代得到的预训练模型（对应 VE-Deep），并进行少量步数（100k）
的高阶去噪分数匹配微调。训练遵循与 Song等人 [45]相同的设置，并将指数移动
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平均（exponential moving average，EMA）率设置为默认的 0.999。输入图像被预处

理归一化到 [0, 1]以用于 VE类型的模型。微调阶段，二阶去噪分数匹配的批大小

为 128，三阶去噪分数匹配的批大小为 48。表 4.1中列出了在 8个NVIDIA GeForce

RTX 2080 Ti GPU卡上（批大小为 48）的 VE模型（浅模型）的计算时间和峰值显

存消耗，其中一阶算法的结果直接采用了 Song等人 [45]的预训练模型。可以发现，

二阶去噪分数匹配训练的成本接近一阶去噪分数匹配，而三阶去噪分数匹配训练

的成本小于一阶去噪分数匹配训练成本的两倍。因此，本章所提方法在可接受的

额外开销下易于扩展到高维数据。

表 4.2展示了负对数似然（negative log-likelihood，NLL）和 FID分数的结果，

其中 NLL的单位为比特/维度（bits/dim）。如表中结果所示，本章提出的高阶去噪

分数匹配可以改善扩散常微分方程的似然估计性能，且同时保持相应扩散随机微

分方程的高采样质量。

4.7 定理证明

本节给出主要定理的具体证明。

4.7.1 定理 4.1的证明

证明（定理 4.1）根据牛顿-莱布尼茨公式（Newton-Leibniz formula），𝑞0与 𝑝ODE0 之

间的 KL散度可以改写为如下积分形式：

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 ) = 𝔻KL(𝑞𝑇 ‖ 𝑝ODE𝑇 ) − ∫
𝑇

0

∂𝔻KL(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )
∂𝑡 d𝑡. （4.28）

给定数据点 𝒙，根据福克-普朗克方程（Fokker-Planck equation）[130]，ODE定义的

概率密度函数 𝑞𝑡和 𝑝ODE𝑡 随着时间 𝑡演化的方程分别为：
∂𝑞𝑡(𝒙)

∂𝑡 = −∇𝒙 ⋅ (𝒉𝑞(𝒙, 𝑡)𝑞𝑡(𝒙)),
∂𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡 = −∇𝒙 ⋅ (𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)𝑝ODE𝑡 (𝒙)). （4.29）

因此，将 𝔻KL(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )关于时间 𝑡的导数展开如下：
∂𝔻KL(𝑞𝑡 ‖ 𝑝ODE𝑡 )

∂𝑡 = ∂
∂𝑡 ∫ 𝑞𝑡(𝒙) log 𝑞𝑡(𝒙)

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
d𝒙

（将求导展开）

= ∫
∂𝑞𝑡(𝒙)

∂𝑡 log
𝑞𝑡(𝒙)

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
d𝒙 + ∂

∂𝑡 ∫ 𝑞𝑡(𝒙)d𝒙 − ∫
𝑞𝑡(𝒙)

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
∂𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡 d𝒙

（将
∂𝑞𝑡(𝒙)

∂𝑡 和
∂𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡 代入；且由于 ∫ 𝑞𝑡(𝒙)d𝒙 = 1，因此该项求导为 0）
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= − ∫ ∇𝒙 ⋅ (𝒉𝑞(𝒙, 𝑡)𝑞𝑡(𝒙)) log 𝑞𝑡(𝒙)
𝑝ODE𝑡 (𝒙)

d𝒙 + ∫
𝑞𝑡(𝒙)

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
∇𝒙 ⋅ (𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)𝑝ODE𝑡 (𝒙))d𝒙

（分部积分，且代入 lim
𝒙→∞

𝒉𝑞(𝒙, 𝑡)𝑞𝑡(𝒙) = 0和 lim
𝒙→∞

𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)𝑝ODE𝑡 (𝒙) = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]）

= ∫(𝒉𝑞(𝒙, 𝑡)𝑞𝑡(𝒙))⊤∇𝒙 log
𝑞𝑡(𝒙)

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
d𝒙 − ∫(𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)𝑝ODE𝑡 (𝒙))⊤∇𝒙

𝑞𝑡(𝒙)
𝑝ODE𝑡 (𝒙)

d𝒙

（将对数求导用链式法则展开，接着合并同类项）

= ∫ 𝑞𝑡(𝒙) [𝒉⊤
𝑞 (𝒙, 𝑡) − 𝒉⊤

𝑝 (𝒙, 𝑡)] [∇𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙) − ∇𝒙 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙)] d𝒙

（代入 𝒉𝑞 和 𝒉𝑝的定义）

= −1
2𝑔(𝑡)2𝔼𝑞𝑡(𝒙) [(𝒔𝜃(𝒙, 𝑡) − ∇𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙))

⊤
(∇𝒙 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙) − ∇𝒙 log 𝑞𝑡(𝒙))]

（代入 𝒉𝑞 和 𝒉𝑝的定义）

= −𝒥ODE(𝜃).

代入（4.28）中，有

𝔻KL(𝑞0 ‖ 𝑝ODE0 ) = 𝔻KL(𝑞𝑇 ‖ 𝑝ODE𝑇 ) + 𝒥ODE(𝜃). （4.30）

此外，根据 𝒥ODE(𝜃)、𝒥SM(𝜃)和 𝒥Diff(𝜃)的定义，简单合并同类项即可验证

𝒥ODE(𝜃) = 𝒥SM(𝜃) + 𝒥Diff(𝜃). （4.31）

∎

4.7.2 定理 4.2的证明

以下首先给出一个引理，用于计算微分方程
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)轨迹上的点在 𝑝ODE𝑡

和 𝑞𝑡的分数函数的差，即 ∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)。
引理 4.1： 假设 𝒙𝑡满足常微分方程

d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)，有

d(∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))
d𝑡

= − (∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)))
− (∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)⊤∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − ∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)⊤∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))
− ∇2

𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)(𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)),

（4.32）

其中 𝑝ODE𝑡 、𝑞𝑡、𝒉𝑞、𝒉𝑝的定义见第 2.2节。

证明 对于一个固定的 𝒙，根据福克-普朗克方程，ODE定义的概率密度函数 𝑝ODE𝑡 (𝒙)
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随着时间 𝑡演化的方程为：
∂𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡 = −∇𝒙 ⋅ (𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)𝑝ODE𝑡 (𝒙)) . （4.33）

所以

∂ log 𝑝ODE𝑡 (𝒙)
∂𝑡 = 1

𝑝ODE𝑡 (𝒙)
∂𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡

= −tr(∇𝒙𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)) − 𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)⊤∇𝒙 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙).
（4.34）

两侧再对 𝒙求导，有
∂∇𝒙 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡 = ∇𝒙
∂ log 𝑝ODE𝑡 (𝒙)

∂𝑡
= −∇𝒙tr(∇𝒙𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)) − ∇𝒙 (𝒉𝑝(𝒙, 𝑡)⊤∇𝒙 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙)) .

（4.35）

另一方面，对于
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)轨迹上的 𝒙𝑡，∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)对 𝑡的全微分为

d∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)
d𝑡

（全微分公式）

=
∂∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)

∂𝒙𝑡

d𝒙𝑡
d𝑡 +

∂∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)
∂𝑡

（代入式（4.35））

= ∇2
𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 (∇𝒙𝑡 ⋅ 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡 (𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)⊤∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙))

（将乘积的求导展开）

= −∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)⊤∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)

− ∇2
𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) (𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)) .

同理，对于 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，有
d∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)

d𝑡 = −∇𝒙𝑡 (∇𝒙𝑡 ⋅ 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)⊤∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡). （4.36）

综上所述，对
d∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡)

d𝑡 和
d∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)

d𝑡 作差即可得所证结论。 ∎
接下来给出定理 4.2的证明。

证明（定理 4.2）首先，根据 𝒉𝑝和 𝒉𝑞 的定义，有

𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡) = −1
2𝑔2(𝑡)(𝒔𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)). （4.37）
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所以

‖𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)‖2 ⩽ 1
2𝑔2(𝑡)𝛿1,

‖∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)‖2 ⩽ ‖∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) − ∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)‖𝐹 ⩽ 1
2𝑔2(𝑡)𝛿2,

‖∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡)) − ∇𝒙𝑡tr(∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡))‖2 ⩽ 1
2𝑔2(𝑡)𝛿3,

（4.38）

其中 ‖⋅‖2表示向量或矩阵的𝐿2范数。对于满足
d𝒙𝑡
d𝑡 = 𝒉𝑞(𝒙𝑡, 𝑡)的 𝒙𝑡，根据引理 4.1，

有

∇𝒙𝑡 log 𝑝ODE𝑡 (𝒙𝑡) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)

= ∇𝒙𝑇 log 𝑝ODE𝑇 (𝒙𝑇 ) − ∇𝒙𝑇 log 𝑞𝑇 (𝒙𝑇 )

+ ∫
𝑇

𝑡 (∇𝒙𝑠tr(∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝒙𝑠, 𝑠)) − ∇𝒙𝑠tr(∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝒙𝑠, 𝑠)))d𝑠

+ ∫
𝑇

𝑡 (∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝒙𝑠, 𝑠)⊤∇𝒙𝑠 log 𝑝ODE𝑠 (𝒙𝑠) − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝒙𝑠, 𝑠)⊤∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠(𝒙𝑠))d𝑠

+ ∫
𝑇

𝑡
∇2

𝒙𝑠 log 𝑝ODE𝑠 (𝒙𝑠)(𝒉𝑝(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝒉𝑞(𝒙𝑠, 𝑠))d𝑠.

（4.39）

为简便起见，以下记 𝒉𝑝(𝑠) ≔ 𝒉𝑝(𝒙𝑠, 𝑠)，𝒉𝑞(𝑠) ≔ 𝒉𝑞(𝒙𝑠, 𝑠)，𝑝𝑠 ≔ 𝑝ODE𝑠 (𝒙𝑠) 以及
𝑞𝑠 ≔ 𝑞𝑠(𝒙𝑠)。由于

∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠)⊤∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑠 − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)⊤∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠

= (∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠) − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠))
⊤

(∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑠 − ∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠)
+ ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)⊤(∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑠 − ∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠) + (∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠) − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝒔))

⊤∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠,

（4.40）

代入式（4.39），有

‖∇𝒙𝑡 log 𝑝𝑡 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖

⩽ ‖∇𝒙𝑇 log 𝑝𝑇 − ∇𝒙𝑇 log 𝑞𝑇 ‖ + ∫
𝑇

𝑡
‖∇𝒙𝑠tr(∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠)) − ∇𝒙𝑠tr(∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠))‖d𝑠

+ ∫
𝑇

𝑡 (‖∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠) − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)‖ + ‖∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)‖) ‖∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑠 − ∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠‖d𝑠

+ ∫
𝑇

𝑡
‖∇𝒙𝑠𝒉𝑝(𝑠) − ∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)‖‖∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠‖d𝑠 + ∫

𝑇

𝑡
‖∇2

𝒙𝑠 log 𝑝𝑠‖ ‖𝒉𝑝(𝑠) − 𝒉𝑞(𝑠)‖ d𝑠

⩽ ‖∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑇 − ∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑇 ‖ + 1
2 ∫

𝑇

𝑡
𝑔2(𝑠)(𝛿3 + 𝛿2‖∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠‖ + 𝛿1𝐶)d𝑠

+ ∫
𝑇

𝑡 (
𝛿2
2 𝑔2(𝑠) + ‖∇𝒙𝑠𝒉𝑞(𝑠)‖) ‖∇𝒙𝑠 log 𝑝𝑠 − ∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠‖d𝑠.

（4.41）
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为简便起见，记

𝑢(𝑡) ≔ ‖∇𝒙𝑡 log 𝑝𝑡 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖,

𝛼(𝑡) ≔ ‖∇𝒙𝑇 log 𝑝𝑇 − ∇𝒙𝑇 log 𝑞𝑇 ‖ + 1
2 ∫

𝑇

𝑡
𝑔2(𝑠)(𝛿3 + 𝛿2‖∇𝒙𝑠 log 𝑞𝑠‖ + 𝛿1𝐶)d𝑠,

𝛽(𝑡) ≔ 𝛿2
2 𝑔2(𝑡) + ‖∇𝒙𝑡𝒉𝑞(𝑡)‖.

（4.42）

由于 𝑞𝑠与模型无关，故 𝛼(𝑡) ⩾ 0, 𝛽(𝑡) ⩾ 0都与 𝜃无关，且有

𝑢(𝑡) ⩽ 𝛼(𝑡) + ∫
𝑇

𝑡
𝛽(𝑠)𝑢(𝑠)d𝑠. （4.43）

根据格朗瓦尔不等式（Grönwall’s inequality），有

𝑢(𝑡) ⩽ 𝛼(𝑡) + ∫
𝑇

𝑡
𝛼(𝑠)𝛽(𝑠) exp(∫

𝑠

𝑡
𝛽(𝑟)d𝑟) d𝑠, （4.44）

因此

𝔻F(𝑞𝑡 ‖ 𝑝𝑡) = 𝔼𝑞𝑡[𝑢(𝑡)2] ⩽ 𝔼𝑞𝑡 [(𝛼(𝑡) + ∫
𝑇

𝑡
𝛼(𝑠)𝛽(𝑠) exp(∫

𝑠

𝑡
𝛽(𝑟)d𝑟) d𝑠)

2

]
,（4.45）

其中不等式的右边只依赖于 𝛿1、𝛿2、𝛿3、𝐶 以及一些只与前向过程 𝑞𝑡有关的常数。

令

𝑈(𝑡; 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, 𝐶, 𝑞) ≔ (𝛼(𝑡) + ∫
𝑇

𝑡
𝛼(𝑠)𝛽(𝑠) exp(∫

𝑠

𝑡
𝛽(𝑟)d𝑟) d𝑠)

2
. （4.46）

由于 𝑈 关于 𝛼(𝑡) ⩾ 0和 𝛽(𝑡) ⩾ 0单调递增，而 𝛼(𝑡)和 𝛽(𝑡)关于 𝛿1、𝛿2和 𝛿3单调递

增，因此 𝑈 也关于 𝛿1、𝛿2和 𝛿3单调递增。 ∎

4.7.3 定理 4.3的证明

为了证明定理 4.3，以下先引入几个关于一阶分数函数和二阶分数函数的引理。

引理 4.2： 若 (𝒙𝑡, 𝒙0) ∼ 𝑞(𝒙𝑡, 𝒙0)，则

∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) = 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) [∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)] . （4.47）

证明

∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) =
∇𝒙𝑡 ∫ 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)𝑞0(𝒙0)d𝒙0

𝑞𝑡(𝒙𝑡)
= ∫

𝑞0(𝒙0)∇𝒙𝑡𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)
𝑞𝑡(𝒙𝑡)

d𝒙0

= ∫ 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)
∇𝒙𝑡𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)

𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) d𝒙0 = 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) [∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)] .
（4.48）

∎
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引理 4.3： 若 (𝒙𝑡, 𝒙0) ∼ 𝑞(𝒙𝑡, 𝒙0)，则

∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) = 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)

+ (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))
⊤

].
（4.49）

证明 首先，𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)关于 𝒙𝑡的梯度有如下等价形式：

∇𝒙𝑡𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) = 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)

= 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)) .
（4.50）

根据引理 4.2，对等式两侧再次求导，有

∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) = ∇𝒙𝑡𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) [∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)]

= ∫ 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) + ∇𝒙𝑡𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)⊤d𝒙0

（代入式（4.50））

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)

+ (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)) ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)⊤
]

（根据引理 4.2，合并同类项）

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)

+ (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))
⊤

].

∎
以下给出定理 4.3的具体证明。

证明（定理 4.3）为简单起见，记 𝑞𝑡0 ≔ 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)，𝑞0𝑡 ≔ 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)，𝑞𝑡 ≔ 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，
𝑞0 ≔ 𝑞0(𝒙0)， ̂𝒔1 ≔ ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡)，𝒔2(𝜃) ≔ 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)。
由于 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 = − 𝝐

𝜎𝑡
以及 ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 = − 1
𝜎2

𝑡
𝑰，式（4.13）可以重写为：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝑞𝑡𝔼𝑞0𝑡 [‖𝒔2(𝜃) − ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)⊤

‖
2

𝐹 ] .

对于固定的 𝑡和 𝒙𝑡，最小化上式内部的期望等价于一个关于 𝒔2(𝜃)最小二乘问题，
所以最优的 𝜃∗满足

𝒔2(𝜃∗) = 𝔼𝑞0𝑡 [∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 + (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1) (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)

⊤

] . （4.51）

这样的最优模型与真实的二阶分数函数之间的差距为

𝒔2(𝜃∗) − ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡

（根据引理 4.3，将二阶分数函数展开）
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= 𝔼𝑞0𝑡[ ̂𝒔1 ̂𝒔⊤
1 − ̂𝒔1∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤

𝑡0 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 ̂𝒔⊤
1 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤

𝑡

+ ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤
𝑡 + ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤

𝑡0]
（根据引理 4.2，将一阶分数函数抵消）

= ( ̂𝒔1 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)( ̂𝒔1 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)⊤.

因此有

‖𝒔2(𝜃) − ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖𝐹 ⩽ ‖𝒔2(𝜃) − 𝒔2(𝜃∗)‖𝐹 + ‖𝒔2(𝜃∗) − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖𝐹

= ‖𝒔2(𝜃) − 𝒔2(𝜃∗)‖𝐹 + ‖ ̂𝒔1 − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2
2

= ‖𝒔2(𝜃) − 𝒔2(𝜃∗)‖𝐹 + 𝛿2
1 .

（4.52）

更进一步，根据最小二乘的性质，式（4.13）也等价于：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖2
𝐹 . （4.53）

所以 ‖𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖𝐹 对应的即是训练误差。 ∎

4.7.4 定理 4.4的证明

为了证明定理 4.4，以下先引入几个关于二阶分数函数和三阶分数函数的引理。

引理 4.4： 若 (𝒙𝑡, 𝒙0) ∼ 𝑞(𝒙𝑡, 𝒙0)，则

𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)⊤ + ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)]

= ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)⊤ + ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡),

（4.54）

且

𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)‖
2
2 + tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0))]
= ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖

2
2 + tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)).
（4.55）

证明 在式（4.50）两侧同加 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)⊤，再直接利用引理 4.2即可

得到式（4.54）。更进一步，对等式两侧同取 tr(⋅)即可得到式（4.55）。 ∎
引理 4.5： 若 (𝒙𝑡, 𝒙0) ∼ 𝑞(𝒙𝑡, 𝒙0)且 ∇3

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) = 𝟎，则

∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))].

证明 首先，由于 ∇3
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) = 𝟎，故 ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)为常数（与 𝒙0和 𝒙𝑡无
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关），因此 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)]也为常数。因此，在式（4.49）等价于

∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))⊤
].

两侧取 tr(⋅)并对 𝒙𝑡求梯度，有

∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))

= ∇𝒙𝑡𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2]

（利用乘积的求导原则进行展开）

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2∇𝒙𝑡 log 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)]

+ 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇𝒙𝑡‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2]

（利用贝叶斯公式，以及对求导进行展开）

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))]

+ 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[2(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))⊤(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))]
（由于 ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)是常数，故 (∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))与 𝒙0无关）

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))]

+ 2(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))⊤𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)]
（根据引理 4.2，上式第二项为零）

= 𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0) − ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡))].

∎
基于以上两个引理，以下证明定理 4.4。

证明（定理 4.4）为简单起见，以下记 𝑞𝑡0 ≔ 𝑞𝑡0(𝒙𝑡|𝒙0)，𝑞0𝑡 ≔ 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)，𝑞𝑡 ≔ 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，
𝑞0 ≔ 𝑞0(𝒙0)， ̂𝒔1 ≔ ̂𝒔1(𝒙𝑡, 𝑡)， ̂𝒔2 ≔ ̂𝒔2(𝒙𝑡, 𝑡)，𝒔3(𝜃) ≔ 𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃)。

由于 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 = − 𝝐
𝜎𝑡
以及 ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 = − 1
𝜎2

𝑡
𝑰，式（4.20）等价于

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) [‖𝒔3(𝜃) − ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1‖
2

2 (∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)

+( (tr( ̂𝒔2) − tr(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0)) 𝑰 + 2 ( ̂𝒔2 − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0) )(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)‖
2

2]
.

对于固定的 𝑡和 𝒙𝑡，最小化上式内部的期望等价于一个关于 𝒔3(𝜃)最小二乘问题，
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所以最优的 𝜃∗满足

𝒔3(𝜃∗) = 𝔼𝑞0𝑡[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)]

− 𝔼𝑞0𝑡[((tr( ̂𝒔2) − tr(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0))𝑰 + 2( ̂𝒔2 − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)].

由于 ∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 = − 1

𝜎2
𝑡
𝑰 与 𝒙0无关，根据引理 4.2，有

𝒔3(𝜃∗) = 𝔼𝑞0𝑡[‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1‖
2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − ̂𝒔1)]

− ((tr( ̂𝒔2) − tr(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0))𝑰 + 2( ̂𝒔2 − ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1).
（4.56）

因此，这样的最优模型与真实的三阶分数函数之间的差距为

𝒔3(𝜃∗) − ∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)

= 𝔼𝑞0𝑡 [(2∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤
𝑡0 + 2∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0 − 2 ̂𝒔2)(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)]

+ 𝔼𝑞0𝑡 [( ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0‖
2

2
+ tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0) − tr( ̂𝒔2))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)]

+ (‖ ̂𝒔1‖2
2 − ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2

2)𝔼𝑞0𝑡[∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡0]

+ 2𝔼𝑞0𝑡[(∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤
𝑡0 ̂𝒔1) ̂𝒔1 − (∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤

𝑡0∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡]
+ ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2

2∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ‖ ̂𝒔1‖2
2 ̂𝒔1

（根据引理 4.2以及引理 4.4，有）

= 2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤
𝑡 + ∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔2)(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)

+ ( ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖
2

2
+ tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡) − tr( ̂𝒔2))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)

+ (‖ ̂𝒔1‖2
2 − ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2

2)∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡

+ 2 ((∇𝒙𝑡 log 𝑞⊤
𝑡 ̂𝒔1) ̂𝒔1 − ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2

2∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)
+ ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡‖2

2∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ‖ ̂𝒔1‖2
2 ̂𝒔1

（根据引理 4.3，有）

= (2(∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔2) + (tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡) − tr( ̂𝒔2)))(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)

+ ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1‖2
2(∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1)

因此，对上式两侧都取 𝐿2范数并利用三角不等式，有

‖𝒔3(𝜃) − ∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)‖2

⩽ ‖𝒔3(𝜃) − 𝒔3(𝜃∗)‖2 + ‖𝒔3(𝜃∗) − ∇𝒙𝑡tr(∇
2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡)‖2

⩽ ‖𝒔3(𝜃) − 𝒔3(𝜃∗)‖2 + ‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1‖3
2
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+ (2‖∇2
𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔2‖𝐹 + |tr(∇2

𝒙𝑡 log 𝑞𝑡) − tr( ̂𝒔2)|)‖∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡 − ̂𝒔1‖2

= ‖𝒔3(𝜃) − 𝒔3(𝜃∗)‖2 + (𝛿2
1 + 𝛿2,tr + 2𝛿2)𝛿2

1 .

更进一步，根据最小二乘的性质，式（4.20）也等价于：

𝜃∗ = argmin
𝜃

𝔼𝑞𝑡(𝒙𝑡)‖𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖2
2, （4.57）

所以 ‖𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃) − 𝒔3(𝒙𝑡, 𝑡; 𝜃∗)‖2对应的即是训练误差。 ∎

4.8 本章小结

本章通过新颖的高阶去噪分数匹配方法提出了一种对扩散常微分方程的最大

似然训练的高效算法。通过分析分数匹配目标与数据分布到扩散常微分方程分布

的 KL散度之间的关系，本章提出可以通过最小化分数模型的一阶、二阶和三阶分

数匹配误差来控制 KL散度的上界。为最小化高阶分数匹配的误差，本章进一步提

出了一种误差可控的高阶去噪分数匹配算法，使得高阶分数匹配误差可以由训练

误差和低阶分数匹配误差共同限制，且分数模型的全局最优解仍与扩散模型的原

始训练目标相同。实验证明，本章所提方法可以极大地提高多个不同密度建模基

准任务上扩散常微分方程的模型密度。
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第 5章 针对无条件扩散模型的高效采样算法

扩散常微分方程共有两大核心应用：准确的似然计算和高质量的样本生成。

第 4章提出了扩散常微分方程的最大似然训练的高效算法，使得扩散常微分方程

可以达到最先进的似然估计性能。本章考虑扩散常微分方程的另一重要问题，即

如何快速采样得到高质量的样本。总体而言，从扩散常微分方程中采样的过程可

以被视为使用常微分方程数值求解器（solver）求解对应的微分方程。然而，目前

扩散常微分方程使用的求解器仍然需要成百上千步串行的函数调用才可以得到高

质量的采样，这极大限制了模型在下游任务中的应用。本章推导出了扩散常微分

方程的解的精确表达式，并基于该表达式提出了 DPM-Solver，一种专为扩散常微

分方程设计的且具有收敛阶数保证的快速高阶求解器。实验上，DPM-Solver可以

在各种数据集上在无需任何额外训练前提下仅用 10到 20次函数调用就可以生成
高质量样本，其无条件采样速度是先前最快速的无需训练的采样器的 4到 16倍。

5.1 本章引言

扩散概率模型（diffusion probabilistic models，DPM，以下简称扩散模型）是一

种新兴的具有强大表达能力的生成模型。尽管该模型具有高质量的采样性能，但该

类模型采样一个样本通常需要数百至数千次大型神经网络的串行函数调用（采样

步数），这比其它单步生成模型例如生成对抗网络（generative adversarial networks）
[8]或变分自编码器（variational auto-encoders）[26]的采样速度慢得多。这样低效的

采样速度成为了扩散模型在下游任务应用的关键瓶颈。因此，如何为扩散模型设

计快速采样算法是该领域的核心问题之一。

具体而言，现有的扩散模型快速采样算法可被分为两类。第一类包括知识蒸

馏 [75-76]和噪声水平或样本轨迹学习 [77-80]。上述方法需要较为昂贵的额外训练，这

导致其额外开销是不容忽视的。其次，上述方法的适用性和灵活性都较为受限，使

用者需要做大量的额外调整以适应不同的模型、数据集和采样步数。第二类为无

需训练的采样器 [81-83]，这些采样器简单且即插即用，适用于所有预训练的扩散模

型。具体而言，无需训练的采样器包括更换隐式 [81]或解析 [83]的生成过程、更先进

的微分方程求解器 [45,82,84-86]以及对采样时间点的动态规划 [80]。然而，这些方法中

最快的算法仍然需要大约 50次函数调用 [83]来生成高质量样本（指与普通采样器

通过约 1000次函数调用得到的生成质量相当），因此仍然耗时较久。
为了解决这一问题，本章考虑在 “少步采样”（few-step sampling）范围内生成
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采样步数 = 10 采样步数 = 15 采样步数 = 20 采样步数 = 100 采样步数 = 10

(a) DDIM [81] (b) DPM-Solver

图 5.1 ImageNet 256 × 256数据集上 DDIM和 DPM-Solver在不同采样步数下的采样结果

高质量样本的问题，其中少步采样是指在约 10步串行函数调用内完成采样。由于
扩散模型的采样可以通过求解对应的扩散常微分方程（diffusion ODE）来完成，因

此本章集中在针对扩散常微分方程的特殊结构设计专用的快速求解器。具体而言，

扩散常微分方程由数据变量的线性函数和由神经网络参数化的非线性函数共同组

成，因而具有半线性（semi-linear）结构。然而，先前的无需训练的采样器 [45,82]忽

略了上述结构，而是直接使用黑盒（black-box）的微分方程求解器。为了利用这样

的半线性结构，本章通过解析地计算扩散常微分方程解的线性部分，推导出扩散

常微分方程解的精确表达式，从而避免了相应的离散化误差。接着，通过应用变

量替换公式（change-of-variable formula），上述解可以等价地简化为关于神经网络

的指数加权积分（exponentially weighted integral）。这种积分非常特殊，可通过指

数积分器（exponential integrators） [131]的数值方法进行高效近似。

基于上述解析的表达式，本章提出了 DPM-Solver，一种专为扩散常微分方程

设计的快速采样器，包括了具有收敛阶数保证的一、二、三阶求解器。并且，DPM-

Solver同时适用于连续时间和离散时间的扩散模型，无需任何额外训练。图 5.1展

示了在 ImageNet 256 × 256 数据集 [9]上基准线方法去噪扩散隐式模型（denoising

diffusion implicit models，DDIM）[81]和DPM-Solver在不同的采样步数的加速性能，

实验基于 Dhariwal等人 [49]的预训练模型。结果表明，DPM-Solver可以在仅仅 10
次函数调用下生成高质量样本，其采样速度远超 DDIM。此外，本章的其它实验结

果也表明，DPM-Solver可以显著提高扩散模型的采样速度，并且可以在 10到 20
次函数调用内实现出色的采样质量，其速度远超以往所有无需训练的采样器。
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5.2 算法设计

先前的工作中使用的通用的黑盒常微分方程求解器 [45]在实践中无法在少量

采样步数内收敛。为了解决这个问题，本节将详细讨论如何为扩散常微分方程设

计专用的求解器，以实现快速和高质量的少步采样。

5.2.1 扩散常微分方程的精确解

本节将说明，给定时间 𝑠 > 0的初始值 𝒙𝑠，扩散常微分方程在式（2.35）中的

每个时间 𝑡 < 𝑠的解 𝒙𝑡可以简化成一个非常特殊的精确表达式。

首先，本节的第一个关键发现是，由于扩散常微分方程有特定的半线性结构，

𝑡 时间的解 𝒙𝑡 的一部分可以被解析地计算。具体而言，扩散常微分方程对应的

式（2.35）的右侧由两部分组成：一部分 𝑓(𝑡)𝒙𝑡 是 𝒙𝑡 的线性函数，而另一部分

(𝑔2(𝑡)/2𝜎𝑡)𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) 通常是 𝒙𝑡 的非线性函数，因为神经网络 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) 是高度非线性
的。这类 ODE被称为半线性 ODE。先前工作采用的黑盒常微分方程求解器 [45]并

没有考虑到这种半线性结构，因为这类求解器将式（2.35）中的 𝒉𝑝(𝒙𝑡, 𝑡) 作为一
个整体用于求解器中，这导致线性项和非线性项的都存在不可忽略的离散化误差。

然而，对于半线性 ODE，可以通过常数变易定理（variation-of-constants formula）
[132]得到时间 𝑡的精确解：

𝒙𝑡 = 𝑒∫𝑡
𝑠 𝑓(𝜏)d𝜏𝒙𝑠 + ∫

𝑡

𝑠 (𝑒∫𝑡
𝜏 𝑓(𝑟)d𝑟 𝑔2(𝜏)

2𝜎𝜏
𝝐𝜃(𝒙𝜏 , 𝜏)) d𝜏. （5.1）

该表达式将线性部分和非线性部分巧妙地分离开来。与黑盒的 ODE求解器相比，

该表达式的线性部分是解析计算的，从而消除了线性项对应的的离散化误差。

其次，由于非线性部分的积分耦合了扩散模型相关的系数（即 𝑓(𝜏)、𝑔(𝜏)、𝜎𝜏）

和复杂的神经网络 𝝐𝜃，因而该积分仍然较为复杂且难以近似。为了解决这个问题，

本节的第二个关键发现是，通过引入一个特殊的变量，该非线性部分的积分可以大

幅度简化。具体而言，令 𝜆𝑡 ≔ log(𝛼𝑡/𝜎𝑡)，对应的是对数信噪比（log-signal-to-noise

ratio，log-SNR）的一半，那么 𝜆𝑡是 𝑡的严格递减函数（根据扩散模型的定义，详
见第 2.2节）。此时，式（2.19）中的 𝑔(𝑡)有如下等价形式：

𝑔2(𝑡) =
d𝜎2

𝑡
d𝑡 − 2d log 𝛼𝑡

d𝑡 𝜎2
𝑡 = 2𝜎2

𝑡 (
d log 𝜎𝑡
d𝑡 − d log 𝛼𝑡

d𝑡 ) = −2𝜎2
𝑡
d𝜆𝑡
d𝑡 . （5.2）

结合式（2.19）中的 𝑓(𝑡) = d log 𝛼𝑡/d𝑡，故式（5.1）可以重写为

𝒙𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝛼𝑡 ∫
𝑡

𝑠 (
d𝜆𝜏
d𝜏 )

𝜎𝜏
𝛼𝜏

𝝐𝜃(𝒙𝜏 , 𝜏)d𝜏. （5.3）

由于 𝜆(𝑡) = 𝜆𝑡 是 𝑡 的严格递减函数，故其存在一个对应的反函数 𝑡𝜆(⋅) 满足 𝑡 =
𝑡𝜆(𝜆(𝑡))。由此，进一步将 𝒙和 𝝐𝜃的下标从 𝑡换元为 𝜆，并记 𝒙̂𝜆 ≔ 𝒙𝑡𝜆(𝜆)、 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆) ≔
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𝝐𝜃(𝒙𝑡𝜆(𝜆), 𝑡𝜆(𝜆))为关于 𝜆的函数。通过关于 𝜆的 “变量替换公式”（change-of-variable

formula）重写式（5.3），可以得出如下命题：

命题 5.1 (扩散常微分方程的精确解)： 给定时间 𝑠 > 0的初始解 𝒙𝑠，式（2.35）中

的扩散常微分方程在时间 𝑡 ∈ [0, 𝑠]的解 𝒙𝑡为：

𝒙𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝛼𝑡 ∫
𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒−𝜆 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)d𝜆. （5.4）

为简便起见，以下称 ∫ 𝑒−𝜆 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)d𝜆 为 ̂𝝐𝜃 的指数加权积分（exponentially

weighted integral），因为该表达式与常微分方程求解器文献中的指数积分器（expo-

nential integrators）[131]高度相关。此外，命题 5.1中的精确解在扩散模型的先前工

作中尚未被揭示。

式（5.4）为近似扩散常微分方程的解提供了一个新的视角。具体而言，给定

时间 𝑠的初始解 𝒙𝑠，根据式（5.4），对时间 𝑡的解 𝒙𝑡 进行近似等价于直接近似从

𝜆𝑠到 𝜆𝑡的 ̂𝝐𝜃的指数加权积分。这样的等价形式避免了线性项的离散化误差，且非

线性项的近似在指数积分器的文献中也有深入的研究 [131,133]。基于这一发现，以

下将提出扩散常微分方程的专用高阶求解器。

5.2.2 扩散常微分方程的高阶求解器

本节基于式（5.4）提出具有收敛阶数保证的扩散常微分方程的高阶求解器。

该求解器的设计和阶数分析受常微分方程文献中指数积分器方法 [131,133]的高度启

发。

具体而言，给定时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇 和从 𝑡0 = 𝑇 递减到 𝑡𝑀 = 0的𝑀 + 1个时
间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，其中 𝒙̃𝑡0 = 𝒙𝑇 为给定的初始值。本节所提出的求解器使用𝑀 步迭代

计算序列 {𝒙̃𝑡𝑖}
𝑀
𝑖=0来近似在时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0的准确解。特别地，最后一步迭代得到的

𝒙̃𝑡𝑀 为时间 0对应的近似采样。
为了减少 𝒙̃𝑡𝑀 和时间 0的真实解之间的近似误差，求解器需要减少每一步中

𝒙̃𝑡𝑖 的近似误差
[132]。对于每个 𝑖，从时间 𝑡𝑖−1 的近似解 𝒙̃𝑡𝑖−1 开始，根据式（5.4），

时间 𝑡𝑖的准确解 𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 为：

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝛼𝑡𝑖 ∫
𝜆𝑡𝑖

𝜆𝑡𝑖−1

𝑒−𝜆 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)d𝜆. （5.5）

因此，为了计算 𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 对应的近似值 𝒙̃𝑡𝑖，需要近似从 𝜆𝑡𝑖−1 到 𝜆𝑡𝑖 的 ̂𝝐𝜃的指数加权

积分。记 ℎ𝑖 ≔ 𝜆𝑡𝑖 − 𝜆𝑡𝑖−1 为积分步长， ̂𝝐(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆, 𝜆) ≔ d𝑛 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)/d𝜆𝑛为 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)关于

𝜆的 𝑛阶全导数（total derivative）。对于 𝑘 ⩾ 1， ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)关于 𝜆在 𝜆𝑡𝑖−1 处的 (𝑘 − 1)
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阶泰勒展开（Taylor expansion）为

̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆) =
𝑘−1

∑
𝑛=0

(𝜆 − 𝜆𝑡𝑖−1)𝑛

𝑛! ̂𝝐(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1

, 𝜆𝑡𝑖−1) + 𝒪((𝜆 − 𝜆𝑡𝑖−1)𝑘). （5.6）

将上述泰勒展开代入式（5.5），有

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝛼𝑡𝑖

𝑘−1

∑
𝑛=0

̂𝝐(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1

, 𝜆𝑡𝑖−1)∫
𝜆𝑡𝑖

𝜆𝑡𝑖−1

𝑒−𝜆 (𝜆 − 𝜆𝑡𝑖−1)𝑛

𝑛! d𝜆 + 𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 ),（5.7）

其中积分 ∫ 𝑒−𝜆((𝜆 − 𝜆𝑡𝑖−1)𝑛/𝑛!)d𝜆 可以通过反复应用 𝑛 次分部积分（integration-by-

parts）得到解析的计算结果。具体而言，定义 [133] :

𝜑𝑘(ℎ) ≔ ∫
1

0
𝑒(1−𝛿)ℎ 𝛿𝑘−1

(𝑘 − 1)!d𝛿, 𝜑0(ℎ) = 𝑒ℎ, （5.8）

其满足 𝜑𝑘(0) = 1/𝑘!和递推关系 𝜑𝑘+1(ℎ) = (𝜑𝑘(ℎ) − 𝜑𝑘(0))/ℎ，因此每个 𝑘对应的
𝜑𝑘(ℎ)都有解析形式。例如，以下列出 𝑘 = 1, 2, 3的 𝜑𝑘对应的解析形式：

𝜑1(ℎ) = 𝑒ℎ − 1
ℎ ,

𝜑2(ℎ) = 𝑒ℎ − ℎ − 1
ℎ2 ,

𝜑3(ℎ) =
𝑒ℎ − ℎ2

2 − ℎ − 1
ℎ3 .

（5.9）

因此，式（5.7）中 𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 可以被等价地改写为：

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡𝑖

𝑘−1

∑
𝑛=0

ℎ𝑛+1
𝑖 𝜑𝑛+1(ℎ𝑖) ̂𝝐(𝑛)

𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1
, 𝜆𝑡𝑖−1) + 𝒪(ℎ𝑘+1

𝑖 ), （5.10）

其中 ℎ𝑖和 𝜑𝑛+1(ℎ𝑖)都为解析的标量（scalar）。因此，为了近似 𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖，只需近似

神经网络的 𝑛阶全导数 ̂𝝐(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆, 𝜆)，其中 𝑛 ⩽ 𝑘 − 1。这种近似恰好是 ODE求解器

研究领域中的标准问题，已有非常成熟的基于有限差分（finite difference）的解决

技巧 [133-134]。该技巧不需要对神经网络求导，而只需要对不同时间的神经网络 ̂𝝐𝜃

的输出进行线性组合即可。因此，通过忽略高阶误差项 𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 )并使用神经网络的

有限差分近似前 (𝑘 − 1)阶全导数 [133-134]，可以推导出扩散常微分方程的 𝑘阶求解
器。本章将这样得到的求解器命名为 DPM-Solver，并将对应的 𝑘阶求解器命名为
DPM-Solver-𝑘。
以下以 𝑘 = 1为例进行简要说明。在这种情况下，式（5.10）为

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡𝑖(𝑒
ℎ𝑖 − 1)𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1) + 𝒪(ℎ2

𝑖 ). （5.11）

通过舍弃高阶误差项 𝒪(ℎ2
𝑖 )，可以得到 𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 对应的一阶近似解。由于此处 𝑘 = 1，

该求解器被称为 DPM-Solver-1，对应的详细算法如下所述，算法流程见算法 5.1。
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算法 5.1 DPM-Solver-1算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，噪声预测模型 𝝐𝜃
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇
2: for 𝑖 ← 1 to 𝑀 do
3: ℎ𝑖 ← 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1

4: 𝒙̃𝑡𝑖
← 𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝜎𝑡𝑖 (𝑒ℎ𝑖 − 1) 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1)

5: end for
6: return 𝒙̃𝑡𝑀

算法 5.2 DPM-Solver-2算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，噪声预测模型 𝝐𝜃，超参数 𝑟1 = 0.5
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇
2: for 𝑖 ← 1 to 𝑀 do
3: ℎ𝑖 ← 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1
4: 𝑠𝑖 ← 𝑡𝜆 (𝜆𝑡𝑖−1

+ 𝑟1ℎ𝑖)
5: 𝒖𝑖 ← 𝛼𝑠𝑖

𝛼𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝜎𝑠𝑖 (𝑒𝑟1ℎ𝑖 − 1) 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1)

6: 𝒙̃𝑡𝑖
← 𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝜎𝑡𝑖
(𝑒ℎ𝑖 − 1)𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1

, 𝑡𝑖−1) − 𝜎𝑡𝑖
2𝑟1

(𝑒ℎ𝑖 − 1)(𝝐𝜃(𝒖𝑖, 𝑠𝑖) − 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1))

7: end for
8: return 𝒙̃𝑡𝑀

DPM-Solver-1. 给定时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇 和从 𝑡0 = 𝑇 递减到 𝑡𝑀 = 0的𝑀 + 1个
时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0。从 𝒙̃𝑡0 = 𝒙𝑇 开始，序列 {𝒙̃𝑡𝑖}
𝑀
𝑖=1按照以下方式迭代计算：

𝒙̃𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡𝑖(𝑒
ℎ𝑖 − 1)𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1), 其中ℎ𝑖 = 𝜆𝑡𝑖 − 𝜆𝑡𝑖−1 . （5.12）

对于 𝑘 ⩾ 2，近似泰勒展开的前 𝑘 项需要在 𝑡 和 𝑠 之间取额外的中间时间
点 [133]，如算法 5.2和算法 5.3所示，其中 DPM-Solver-2所选择的中间点为 (𝑠𝑖, 𝒖𝑖)，

DPM-Solver-3所选择的中间点为 (𝑠2𝑖−1, 𝒖2𝑖−1)和 (𝑠2𝑖, 𝒖2𝑖)。

5.2.3 实现细节

时间点的选取。 第 5.2.2节中提出的求解器需要首先指定中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀
𝑖=0。本

章实验中使用的时间点为区间 [𝜆𝑇 , 𝜆0]的均匀分割，即对于 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑀，每个 𝑡𝑖

满足 𝜆𝑡𝑖 = 𝜆𝑇 + (𝑖/𝑀)(𝜆0 − 𝜆𝑇 )。值得注意的是，这与先前的工作 [44-45]不同，因为

先前的工作选择了关于 𝑡𝑖 的均匀步长，而本章实验为关于 𝜆𝑡𝑖 的均匀步长。从经

验上看，具有均匀时间步长 𝜆𝑡𝑖 的 DPM-Solver已经可以在很少的步数中生成相当

好的样本，详见第 5.4节。此外，当采样步数小于等于 20时，需要结合不同阶数
的 DPM-Solver。具体而言，当采样步数不能被 3整除时，首先需尽可能多地应用

69



第 5章 针对无条件扩散模型的高效采样算法

算法 5.3 DPM-Solver-3算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，噪声预测模型 𝝐𝜃，超参数 𝑟1 = 1
3 , 𝑟2 = 2

3
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇
2: for 𝑖 ← 1 to 𝑀 do
3: ℎ𝑖 ← 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1
4: 𝑠2𝑖−1 ← 𝑡𝜆 (𝜆𝑡𝑖−1

+ 𝑟1ℎ𝑖) , 𝑠2𝑖 ← 𝑡𝜆 (𝜆𝑡𝑖−1
+ 𝑟2ℎ𝑖)

5: 𝒖2𝑖−1 ← 𝛼𝑠2𝑖−1
𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1
− 𝜎𝑠2𝑖−1 (𝑒𝑟1ℎ𝑖 − 1) 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1

, 𝑡𝑖−1)
6: 𝑫2𝑖−1 ← 𝝐𝜃(𝒖2𝑖−1, 𝑠2𝑖−1) − 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1

, 𝑡𝑖−1)
7: 𝒖2𝑖 ← 𝛼𝑠2𝑖

𝛼𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝜎𝑠2𝑖 (𝑒𝑟2ℎ𝑖 − 1) 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1) − 𝜎𝑠2𝑖 𝑟2

𝑟1 (
𝑒𝑟2ℎ𝑖 −1

𝑟2ℎ𝑖
− 1) 𝑫2𝑖−1

8: 𝑫2𝑖 ← 𝝐𝜃(𝒖2𝑖, 𝑠2𝑖) − 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1)

9: 𝒙̃𝑡𝑖
← 𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝜎𝑡𝑖 (𝑒ℎ𝑖 − 1) 𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1) − 𝜎𝑡𝑖

𝑟2 (
𝑒ℎ𝑖 −1

ℎ − 1) 𝑫2𝑖

10: end for
11: return 𝒙̃𝑡𝑀

DPM-Solver-3，然后在最后一步应用 DPM-Solver-1或 DPM-Solver-2（取决于𝐾 除
以 3的余数）。

𝑡𝜆 的计算。 目前常用的扩散模型 [44-45,78]都预先定义了 𝑁 个时间点 {𝑡𝑛}𝑁
𝑛=1 对应

的 𝛼𝑛 和 𝜎𝑛。为了将这些离散的 𝛼𝑛 推广到连续版本，本章所有实验对 log 𝛼𝑛 函数

直接进行线性插值（linear interpolation）。具体而言，对任意 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1]，定义

log 𝛼𝑡 ≔ log 𝛼𝑛 +
log 𝛼𝑛+1 − log 𝛼𝑛

𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑡𝑛). （5.13）

由此可以对所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]定义关于 𝑡的连续函数 𝛼𝑡 以及对应的 𝜎𝑡 = √1 − 𝛼2
𝑡 和

𝜆𝑡 = log 𝛼𝑡 − log 𝜎𝑡。此外，由于 𝜆𝑡 关于 𝑡是单调递减的，因此 𝜆𝑡 仍然有对应的反

函数 𝑡𝜆，且该反函数可以根据式（5.13）解析地计算。

5.3 与现有快速采样算法的比较

本节进一步讨论 DPM-Solver 和现有基于扩散常微分方程的快速采样方法之

间的关系，并突出二者的差异。

DDIM是 DPM-Solver的一阶情形。 去噪扩散隐式模型（denoising diffusion im-

plicit models，DDIM）[81]设计了一种确定性的算法，用于从扩散模型中快速采样。

对于两个相邻的时间 𝑡𝑖−1 和 𝑡𝑖，从 𝑡𝑖−1 的初始值 𝒙̃𝑡𝑖−1 开始，DDIM得到的 𝑡𝑖−1 的

70



第 5章 针对无条件扩散模型的高效采样算法

近似解为

𝒙̃𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝛼𝑡𝑖 (
𝜎𝑡𝑖−1

𝛼𝑡𝑖−1

−
𝜎𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖 )
𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1). （5.14）

根据 𝜆的定义，有 𝜎𝑡𝑖−1/𝛼𝑡𝑖−1 = 𝑒−𝜆𝑡𝑖−1 和 𝜎𝑡𝑖/𝛼𝑡𝑖 = 𝑒−𝜆𝑡𝑖。将这些和 ℎ𝑖 = 𝜆𝑡𝑖 − 𝜆𝑡𝑖−1 代

入式（5.14）得出的结果与式（5.12）中 DPM-Solver-1完全一致。因此，DDIM恰

好为 DPM-Solver的一阶情形。并且，DPM-Solver给出了系统的高阶求解器设计方

法和收敛阶分析，因此推广了 DDIM。

此外，近期研究 [75]通过对式（5.14）的两边进行微分，也证明了DDIM是扩散

常微分方程的一阶离散化。然而，该方法无法解释 DDIM与扩散常微分方程的一

阶欧拉法（Euler’s method）离散化之间的区别。相反，本节证明了 DDIM是 DPM-

Solver的一阶特例，因此 DDIM充分利用了扩散常微分方程的半线性性质，这进

一步可以解释其相对于传统欧拉法的优越性。

与传统龙格-库塔法的比较。 直接将传统的龙格-库塔（Runge-Kutta，RK）方法

应用于式（2.35）中的扩散常微分方程，也可以获得一个高阶 ODE求解器。具体

而言，RK方法将式（2.35）的解写成以下的积分形式：

𝒙𝑡 = 𝒙𝑠 + ∫
𝑡

𝑠
𝒉𝑝(𝒙𝜏 , 𝜏)d𝜏 = 𝒙𝑠 + ∫

𝑡

𝑠 (𝑓(𝜏)𝒙𝜏 + 𝑔2(𝜏)
2𝜎𝜏

𝝐𝜃(𝒙𝜏 , 𝜏)) d𝜏, （5.15）

并结合 𝒉𝑝在 [𝑡, 𝑠]之间的一些中间时间点的值来近似整个积分。因此，RK方法的

近似误差取决于 𝒉𝑝，其包含线性项 𝑓(𝜏)𝒙𝜏 对应的误差和非线性噪声预测模型 𝝐𝜃

对应的误差。然而，由于线性项的精确解具有指数系数（如式（5.1）所示），线性

项的误差可能呈指数增长。大量实证证据 [131,133]表明，直接使用 RK方法求解半

线性 ODE可能会因较大的步长而遭受不稳定的数值问题。对于扩散常微分方程，

第 5.4.1节中比较了所提出的 DPM-Solver和传统 RK方法，表明 DPM-Solver具有

比同阶 RK方法更小的离散化误差。

依赖额外训练的快速采样算法。 需要额外训练或优化的采样算法包括知识蒸

馏 [75-76]，学习噪声水平或方差 [77-78,135]，以及学习样本轨迹 [79-80]。尽管渐进式

蒸馏方法 [75]可以在 4步内获得较高质量的样本，但该方法需要进一步的训练成本，
并且在原始扩散模型中丢失了部分信息（例如，在蒸馏后，噪声预测模型无法预

测 [0, 𝑇 ]之间每个时间步的噪声（即对应于分数函数））。相比之下，无需额外训练
的采样器可以保留原始模型的所有信息，从而可以通过结合原始模型和额外的分

类器 [49]直接扩展到条件采样。

除了直接为扩散模型设计快速采样器外，一些工作还提出了支持更快采样的

71



第 5章 针对无条件扩散模型的高效采样算法

10 12 15 20 50 200 1000
2.0
2.5
3.0

4.0
5.0

10.0

100.0

FI
D

 
ODE (DPM-Solver)
ODE (RK45)
SDE (Euler)
SDE (Adaptive)

(a) CIFAR-10（连续时间）
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(c) CelebA 64 × 64（离散时间）
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(d) ImageNet 64 × 64（离散时间）
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(e) ImageNet 128 × 128（离散时间）
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(f) LSUN bedroom 256 × 256（离散时间）
图 5.2 在多个数据集上，不同采样方法使用不同采样步数所得结果的 FID分数的比较

新型扩散模型。例如，为扩散模型定义低维潜变量 [136]；设计具有有界分数函数的

特殊扩散过程 [137]；将生成对抗网络与扩散模型的逆过程结合 [138]。本章所提出的

DPM-Solver也可能适用于加速这些模型的采样，留待后续深入研究。

5.4 实验结果

本节从实验层面展示，作为一种无需训练的采样器，DPM-Solver可以极大地加

速现有预训练扩散模型的采样，既包括连续时间和离散时间的扩散模型，也包括线
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采样步数 = 10 采样步数 = 12 采样步数 = 15 采样步数 = 20

(a) DDIM [81]

(b) DPM-Solver

图 5.3 基于 ImageNet 64 × 64数据集上的预训练模型，DDIM和 DPM-Solver在同样的随
机数种子下，采样步数为 10、12、15和 20的采样结果

表 5.1 不同阶数的 RK方法和 DPM-Solver在 CIFAR-10上使用不同采样步数所得结果的
FID分数

采样算法 \采样步数 12 18 24 30 36 42 48

RK2 (𝑡) 16.40 7.25 3.90 3.63 3.58 3.59 3.54

RK2 (𝜆) 107.81 42.04 17.71 7.65 4.62 3.58 3.17

DPM-Solver-2 5.28 3.43 3.02 2.85 2.78 2.72 2.69

RK3 (𝑡) 48.75 21.86 10.90 6.96 5.22 4.56 4.12

RK3 (𝜆) 34.29 4.90 3.50 3.03 2.85 2.74 2.69

DPM-Solver-3 6.03 2.90 2.75 2.70 2.67 2.65 2.65

性噪声时间表（linear noise schedule）[44,81]和余弦噪声时间表（cosine noise schedule）
[78]。本节比较了 DPM-Solver和其它采样算法的样本质量，所有采样步数指的是

计算噪声预测模型 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)的函数调用次数（number of function evaluations）。所有

实验都采样五万个样本，并使用 FID分数 [129]来评估样本质量，其中较低的 FID通

常意味着更好的样本质量。
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采样步数 = 10 采样步数 = 12 采样步数 = 15 采样步数 = 20

(a) DDIM [81]

(b) DPM-Solver

图 5.4 基于 LSUN bedroom 256 × 256数据集上的预训练模型，DDIM和 DPM-Solver在
同样的随机数种子下，采样步数为 10、12、15和 20的采样结果

5.4.1 与连续时间的采样算法的比较

本节将 DPM-Solver与其它针对连续时间扩散模型的采样方法进行比较，比较

的方法包括扩散随机微分方程的 Euler-Maruyama离散化 [45]，扩散随机微分方程的

自适应步长求解器（adaptive step size solver）[82]以及式（2.35）中扩散常微分方程

的 RK方法 [45,108]。本节实验在 CIFAR-10数据集 [125]上采样预训练的连续时间的

“VP deep”模型 [45]，该模型采用线性噪声时间表。

实验结果如图 5.2 (a)所示。具体而言，实验使用 50、200、1000的采样步数
的均匀时间步对 Euler 离散化的扩散随机微分方程进行采样，并调整自适应步长

随机微分方程求解器 [82]和 RK45 常微分方程求解器 [108]的容差（tolerance）超参

数 [45,82]来控制采样步数。DPM-Solver在大约 10步内就可以生成不错的样本，但
其他求解器即使在 50步也有较大的离散化误差，这表明 DPM-Solver可以达到以

前最好的求解器几乎 5倍的速度。值得一提的是，DPM-Solver在采样步数为 10时
达到了 4.70的 FID分数，在采样步数为 12时达到了 3.75的 FID分数，在采样步

数为 15时达到了 3.24的 FID分数，在采样步数为 20时达到了 2.87的 FID分数，

这也是目前 CIFAR-10上最快的采样器。

此外，作为一项消融研究，本节还对二阶和三阶的 DPM-Solver与对应阶数的

RK方法进行了比较，如表 5.1所示。通过对式（2.35）应用变量替换，实验比较了

扩散常微分方程关于 𝑡的 RK方法和关于 𝜆的 RK方法。结果显示，在给定相同采
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表 5.2 在多个数据集上，DDIM和 DPM-Solver在单张 NVIDIA A40上单次采样运行时间
的平均值与标准差

采样算法 \采样步数 10 20 100

CIFAR-10 32×32数据集（批大小为 128）

DDIM 0.956(±0.011) 1.924(±0.016) 9.668(±0.013)
DPM-Solver 0.923(±0.006) 1.833(±0.004) 9.204(±0.011)

CelebA 64×64数据集（批大小为 128）

DDIM 3.253(±0.015) 6.438(±0.029) 32.255(±0.044)
DPM-Solver 3.126(±0.003) 6.272(±0.006) 31.269(±0.012)

ImageNet 64×64数据集（批大小为 128）

DDIM 5.084(±0.018) 10.194(±0.022) 50.926(±0.042)
DPM-Solver 4.992(±0.004) 9.991(±0.003) 49.835(±0.028)

ImageNet 128×128数据集（批大小为 128）

DDIM 29.082(±0.015) 58.159(±0.012) 290.874(±0.134)
DPM-Solver 28.865(±0.011) 57.645(±0.008) 288.157(±0.022)

LSUN bedroom 256×256数据集（批大小为 64）

DDIM 37.700(±0.005) 75.316(±0.013) 378.790(±0.105)
DPM-Solver 36.996(±0.039) 73.873(±0.023) 369.090(±0.076)

样步数的情况下，DPM-Solver的样本质量始终优于具有相同阶数的 RK方法。此

外，在采样步数小于 15时，DPM-Solver的高效性尤为明显，而 RK方法则具有相

当大的离散化误差。这主要是因为 DPM-Solver解析地计算了线性项，避免了相应

的离散化误差。此外，更高阶的 DPM-Solver-3比 DPM-Solver-2收敛得更快，也符

合定理 5.1中的阶数分析。

5.4.2 与离散时间的采样算法的比较

本节基于第 5.2.3 节中的方法将 DPM-Solver 用于离散时间扩散模型，并

将 DPM-Solver 与其他离散时间的采样器进行比较，包括 DDPM [44]、DDIM [81]、

Analytic-DDPM [83]、Analytic-DDIM [83]、PNDM [84]、FastDPM [139]和 Itô-Taylor方

法 [86]。此外，还将 DPM-Solver 与 GGDM [80]进行了比较，该方法使用相同的预
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训练模型但需要进一步训练采样轨迹。实验比较了采样步数从 10到 1000所得样
本的采样质量。如图 5.2所示，在所有数据集上，DPM-Solver可以在 12步内获得

不错的采样质量（CIFAR-10 上的 FID 为 4.65，CelebA 64 × 64 上的 FID 为 3.71，

ImageNet 64 × 64 上的 FID 为 19.97，ImageNet 128 × 128 上的 FID 为 4.08），这

是之前最快无需训练采样器的采样速度的 4 到 16 倍，甚至优于需要额外训练的
GGDM。这样的实验结果充分说明了 DPM-Solver的通用性和高效性。

5.4.3 与已有算法运行时间的比较

本节比较 DPM-Solver与已有算法 DDIM的运行时间，以说明 DPM-Solver的

实际加速效果。

理论上，对于相同的采样步数，DPM-Solver和DDIM的运行时间几乎相同（与

采样步数几乎成线性关系），这是因为主要的计算时间开销是大型神经网络 𝝐𝜃 的

串行调用，其他系数都是通过可忽略的计算成本解析地计算的。

本节从定量实验中验证了这一点。具体而言，表 5.2展示了在多个数据集和不

同的采样步数下，DPM-Solver和 DDIM在单个 NVIDIA A40上的运行时间，其中

每个实验对 8次采样的运行时间计算平均值和标准差。由于 GPU的内存限制，实

验中对 LSUN bedroom 256 × 256数据集使用 64的批大小，而对其他数据集使用

128的批大小。实验采用 DDIM的官方实现①。经发现，DPM-Solver的实现减少了

系数的一些重复计算，因此在相同采样步数下，DPM-Solver比官方的实现的DDIM

稍快。尽管如此，实验结果显示，对于相同的采样步数，DPM-Solver和 DDIM的

运行时间几乎相同，且运行时间大致与采样步数成线性关系。因此，采样步数的

加速几乎是运行时间的实际加速，所以本章所提出的 DPM-Solver可以极大地加速

扩散模型的采样。

5.5 收敛阶数的理论保证

本节给出 DPM-Solver收敛阶数的理论保证及其证明。

首先列出一些关于神经网络的正则性假设。记 𝒙𝑠 为从 𝒙𝑇 开始的扩散常微分

方程（式（2.35））在时间 𝑠的精确解。本节做出以下假设：
假设 5.1： 对于任意 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘 + 1，噪声预测模型 ̂𝝐𝜃 关于 𝜆 的 𝑗 阶全导数
d𝑗 ̂𝝐𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)/d𝜆𝑗 存在且连续。

假设 5.2： 函数 𝝐𝜃(𝒙, 𝑠)关于 𝒙是利普希兹连续的。
假设 5.3： 定义最大步长 ℎmax ≔ max1⩽𝑖⩽𝑀 (𝜆𝑡𝑖 − 𝜆𝑡𝑖−1)，那么 ℎmax = 𝒪(1/𝑀)。

① https://github.com/ermongroup/ddim
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其中，假设 5.1保证了式（5.7）中的泰勒展开的存在性；假设 5.2用于将 𝝐𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠)
替换为 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) + 𝒪(‖𝒙𝑠 − 𝒙̃𝑠‖)，以便关于 𝜆𝑠的泰勒展开是适用的；假设 5.3用于

排除一个显著大的步长，而这对于本章所选取的步长而言是显然成立的。

基于上述假设，以下定理说明，DPM-Solver-𝑘是扩散常微分方程的 𝑘阶求解
器。

定理 5.1： 若 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)满足假设 5.1至 5.3，那么对于 𝑘 = 1, 2, 3，由 DPM-Solver-𝑘
求解得到的 0时间的近似解 𝒙̃𝑡𝑀 满足 ‖𝒙̃𝑡𝑀 − 𝒙0‖ = 𝒪(ℎ𝑘

max)。
证明 以下分别给出 𝑘 = 1, 2, 3的相应的证明。

𝑘 = 1的证明。 在式（5.10）中取 𝑛 = 0, 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑠 = 𝑡𝑖−1，可得对应的精确解为

𝒙𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡(𝑒ℎ𝑖 − 1)𝝐𝜃(𝒙𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1) + 𝒪(ℎ2
𝑖 ). （5.16）

另一方面，由 DPM-Solver-1得到的近似解满足

𝒙̃𝑡𝑖 =
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡𝑖(𝑒
ℎ𝑖 − 1)𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1)

（根据假设 5.2）

=
𝛼𝑡𝑖

𝛼𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡𝑖(𝑒
ℎ𝑖 − 1) (𝝐𝜃(𝒙𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1) + 𝒪(‖𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝒙𝑡𝑖−1‖))

（代入式（5.16））

= 𝒙𝑡𝑖 + 𝒪(ℎ2
𝑚𝑎𝑥) + 𝒪(‖𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝒙𝑡𝑖−1‖).

因此有

‖𝒙̃𝑡𝑖 − 𝒙𝑡𝑖‖ = 𝒪(ℎ2
𝑚𝑎𝑥) + 𝒪(‖𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝒙𝑡𝑖−1‖). （5.17）

重复以上迭代，即可得

‖𝒙̃𝑡𝑀 − 𝒙𝑡0‖ = 𝒪(𝑀ℎ2
𝑚𝑎𝑥) = 𝒪(ℎ𝑚𝑎𝑥), （5.18）

其中最后一个等式基于假设 5.3。因此，DPM-Solver-1为扩散常微分方程的 1阶求

解器。

对于更高阶的求解器，也可以用类似的方法证明，其证明核心步骤为：先证明

局部的离散化误差为 𝑘 + 1阶，接着迭代相加即可得到最终的收敛阶数为 𝑘。因此，
以下证明只关注从时间 𝑠到时间 𝑡的局部离散化误差，并证明 DPM-Solver-𝑘的局
部误差为 𝑘 + 1阶。具体而言，考虑 0 < 𝑡 < 𝑠 < 𝑇，令 ℎ ∶= 𝜆𝑡 − 𝜆𝑠，且 𝑠时间的初
始值为 𝒙𝑠。
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𝑘 = 2的证明。 首先，在式（5.10）中取 𝑛 = 1，可得对应的精确解为

𝒙𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡ℎ𝜑1(ℎ)𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡ℎ2𝜑2(ℎ) ̂𝝐(1)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑠 , 𝜆𝑠) + 𝒪(ℎ3). （5.19）

而 DPM-Solver-2计算时间 𝑡的近似解 𝒙̃𝑡的更新规则为：

𝑠1 = 𝑡𝜆 (𝜆𝑠 + 𝑟1ℎ) ,

𝒖̃ =
𝛼𝑠1

𝛼𝑠
𝒙𝑠 − 𝜎𝑠1 (𝑒𝑟1ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠),

𝒙̃𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡
2𝑟1

(𝑒ℎ − 1)(𝝐𝜃(𝒖̃, 𝑠1) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠))

（将 𝝐𝜃(𝒙𝑠1 , 𝑠1)在点 𝜆𝑠处泰勒展开）

= 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡
2𝑟1

(𝑒ℎ − 1) [𝝐𝜃(𝒖̃, 𝑠1) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠1 , 𝑠1)]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(1)

− 𝜎𝑡
2𝑟1

(𝑒ℎ − 1) [(𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠) ̂𝝐(1)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑠 , 𝜆𝑠) + 𝒪(ℎ2)] .

另一方面，根据假设 5.2，有

‖𝝐𝜃(𝒖̃, 𝑠1) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠1 , 𝑠1)‖ = 𝒪(‖𝒖̃ − 𝒙𝑠1‖) = 𝒪(ℎ2), （5.20）

其中第二个等式基于 𝑘 = 1的收敛性。此外，由于 𝑒ℎ − 1 = 𝒪(ℎ)，故 (1)是 𝒪(ℎ3)
的。故 DPM-Solver-2等价于

𝒙̃𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 −𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)− 𝜎𝑡
2𝑟1

(𝑒ℎ − 1) (𝜆𝑠1 −𝜆𝑠) ̂𝝐(1)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑠 , 𝜆𝑠)+𝒪(ℎ3).（5.21）

将式（5.21）与式（5.19）比较，可得

𝒙𝑡 − 𝒙̃𝑡 = 𝜎𝑡 [ℎ2𝜑2(ℎ) − (𝑒ℎ − 1)
𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠

2𝑟1 ] ̂𝝐(1)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑠 , 𝜆𝑠) + 𝒪(ℎ3). （5.22）

由于 𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠 = 𝑟1ℎ且 𝜑2(ℎ) = (𝑒ℎ − ℎ − 1)/ℎ2，有

ℎ2𝜑2(ℎ) − (𝑒ℎ − 1)
𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠

2𝑟1
= (2𝑒ℎ − ℎ − 2 − ℎ𝑒ℎ)/2 = 𝒪(ℎ3). （5.23）

代入式（5.22），有 𝒙̃𝑡 = 𝒙𝑡 + 𝒪(ℎ3)，从而完成了证明。

𝑘 = 3的证明。 DPM-Solver-3计算时间 𝑡的近似解 𝒙̃𝑡的更新规则为：

𝑠1 = 𝑡𝜆 (𝜆𝑠 + 𝑟1ℎ) , 𝑠2 = 𝑡𝜆 (𝜆𝑠 + 𝑟2ℎ) ,

𝒖̃1 =
𝛼𝑠1

𝛼𝑠
𝒙𝑠 − 𝜎𝑠1 (𝑒𝑟1ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠),

𝑫1 = 𝝐𝜃(𝒖̃1, 𝑠1) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠),
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𝒖̃2 =
𝛼𝑠2

𝛼𝑠
𝒙𝑠 − 𝜎𝑠2 (𝑒𝑟2ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) −

𝜎𝑠2𝑟2
𝑟1 (

𝑒𝑟2ℎ − 1
𝑟2ℎ − 1) 𝑫1,

𝑫2 = 𝝐𝜃(𝒖̃2, 𝑠2) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠),

𝒙̃𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡
𝑟2 (

𝑒ℎ − 1
ℎ − 1) 𝑫2.

首先证明

𝒖̃2 = 𝒙𝑠2 + 𝒪(ℎ3), （5.24）

这与 𝑘 = 2的证明类似。具体而言，由于 ((𝑒𝑟2ℎ − 1)/𝑟2ℎ) − 1 = 𝒪(ℎ)和 𝒖̃1 = 𝒙𝑠1 +
𝒪(ℎ2)，有

𝒖̃2 =
𝛼𝑠2

𝛼𝑠
𝒙𝑠 − 𝜎𝑠2 (𝑒𝑟2ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)

− 𝜎𝑠2

𝑟2
𝑟1 (

𝑒𝑟2ℎ − 1
𝑟2ℎ − 1) (𝝐𝜃(𝒙𝑠1 , 𝑠1) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)) + 𝒪(ℎ3)

=
𝛼𝑠2

𝛼𝑠
𝒙𝑠 − 𝜎𝑠2 (𝑒𝑟2ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)

− 𝜎𝑠2

𝑟2
𝑟1 (

𝑒𝑟2ℎ − 1
𝑟2ℎ − 1) 𝝐(1)

𝜃 (𝒙𝑠, 𝑠)(𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠) + 𝒪(ℎ3).

（5.25）

令 ℎ2 = 𝑟2ℎ。与 𝑘 = 2的证明思路类似，只需通过泰勒展开检查如下等式即可：

𝜑1(ℎ2)ℎ2 = 𝑒ℎ2 − 1,

𝜑2(ℎ2)ℎ2
2 = 𝑟2

𝑟1 (
𝑒ℎ2 − 1

ℎ2
− 1) (𝜆𝑠1 − 𝜆𝑠) + 𝒪(ℎ3).

（5.26）

因此，式（5.24）成立。将 𝒖̃2 = 𝒙𝑠2 +𝒪(ℎ3)和 𝜆𝑠2 −𝜆𝑠 = 𝑟2ℎ = 2ℎ/3代入DPM-Solver-3

的更新式中，有

𝒙̃𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡
𝑟2 (

𝑒ℎ − 1
ℎ − 1) (𝝐𝜃(𝒖̃2, 𝑠2) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠))

= 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡
𝑟2 (

𝑒ℎ − 1
ℎ − 1) (𝝐𝜃(𝒙𝑠2 , 𝑠2) − 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)) + 𝒪(ℎ4)

= 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡 (𝑒ℎ − 1) 𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠)

− 𝜎𝑡
1
𝑟2 (

𝑒ℎ − 1
ℎ − 1) (𝝐(1)

𝜃 (𝒙𝑠, 𝑠)𝑟2ℎ + 1
2𝝐(2)

𝜃 (𝒙𝑠, 𝑠)𝑟2
2ℎ2) + 𝒪(ℎ4).

另一方面，在式（5.10）中取 𝑛 = 2，有

𝒙𝑡 = 𝛼𝑡
𝛼𝑠

𝒙𝑠 − 𝜎𝑡ℎ𝜑1(ℎ)𝝐𝜃(𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡ℎ2𝜑2(ℎ)𝝐(1)
𝜃 (𝒙𝑠, 𝑠) − 𝜎𝑡ℎ3𝜑3(ℎ)𝝐(2)

𝜃 (𝒙𝑠, 𝑠) + 𝒪(ℎ4).
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比较 𝒙𝑡和 𝒙̃𝑡，只需要证明：

ℎ𝜑1(ℎ) = 𝑒ℎ − 1,

ℎ2𝜑2(ℎ) = (
𝑒ℎ − 1

ℎ − 1) ℎ,

ℎ3𝜑3(ℎ) = (
𝑒ℎ − 1

ℎ − 1)
𝑟2ℎ2

2 + 𝒪(ℎ4).

（5.27）

其中前两个条件已在 𝑘 = 2中证明。而对于第三个条件，只需要注意到

ℎ3𝜑3(ℎ) = 𝑒ℎ − 1 − ℎ − ℎ2

2 = ℎ3

6 + 𝒪(ℎ4) = (
𝑒ℎ − 1

ℎ − 1)
𝑟2ℎ2

2 . （5.28）

因此，‖𝒙̃𝑡 − 𝒙𝑡‖ = 𝒪(ℎ4)。 ∎

5.6 本章小结

本章针对扩散模型的采样速度慢的问题提出了 DPM-Solver，一种快速、专用、

无需训练的扩散常微分方程求解器，只需要大约 10 步左右的函数调用就可以对

扩散模型进行快速采样。DPM-Solver 利用了扩散常微分方程的半线性结构，并

直接近似扩散常微分方程的精确解的简化表达式，该表达式由噪声预测模型的指

数加权积分组成。受指数积分器的数值方法的启发，本章提出了一阶、二阶和三

阶 DPM-Solver来近似噪声预测模型的指数加权积分，并具有理论上的收敛保证。

DPM-Solver可以应用于连续时间和离散时间的扩散模型。多个数据集上的实验结

果表明，DPM-Solver可以只用 10到 20次函数调用就生成高质量的样本，并且与

以前的最先进的无需训练的采样器相比，可以实现 4到 16倍的加速。
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第 5章提出了扩散常微分方程的专用快速高阶求解器，使得扩散常微分方程

可以在仅仅 10到 20次函数调用下获得较高质量的采样。然而，该类快速采样器仅

仅针对无条件扩散模型有很好的效果，对于条件扩散模型的效果仍不确定（详见

图 6.3）。条件扩散模型的采样基于引导采样，其同时结合了无条件模型和条件模

型，并且往往需要一个较大的引导尺度来确保最佳的采样质量。本章仔细探讨了

条件扩散模型的快速采样问题，发现已有的高阶快速采样器在少步采样时都存在

不稳定的问题，并且当引导尺度变大时，已有的高阶采样器甚至变得比一阶采样器

更慢。为了解决这一问题并进一步加速引导采样，本章提出了 DPM-Solver++，一

种用于条件扩散模型的高效采样算法。DPM-Solver++基于数据预测模型来求解扩

散常微分方程，并采用阈值法保证解的范围符合训练数据分布。实验表明，DPM-

Solver++可以在像素空间和隐空间扩散模型的引导采样中仅用 15到 20步就可以

生成高质量的样本，极大地提升了条件扩散模型的采样速度和稳定性。

6.1 本章引言

与其它深度生成模型（如生成对抗网络（generative adversarial networks，GAN）
[8]或变分自编码器（variational auto-encoders，VAE）[26]相比，由于扩散模型建模

了数据分布的分数函数（score function），通过利用一种称为引导采样（guided

sampling）[49,109]的技术，扩散模型可以达到比传统条件生成模型更好的采样质量，

且很容易扩展到大规模的多模态生成任务中 [15,18,73]。具体而言，引导采样将无条

件扩散模型和额外的引导模型（guidance）进行线性组合，通过额外的超参数引导

尺度（guidance scale）来控制额外监督信号的强弱，以此提高生成样本的保真度和

条件与样本的匹配度。由于引导模型可以引入不同模态的条件信息，扩散模型在

文本到图像、图像到图像的任务中能生成与给定条件高度相关的高分辨率艺术图

像，这也引领了人工智能艺术绘画的新趋势 [15,18]。

扩散模型的采样过程需要逐渐从纯高斯随机变量中去除噪声以获得清晰的

数据，该过程也可以看作是对由参数化神经网络定义的噪声预测模型（noise-

prediction model）或数据预测模型 [44,54]（data-prediction model）定义的扩散随机

微分方程 [44-45]或扩散常微分方程 [45,81]的离散化（discretization）。对于引导采样而

言，以往常用的采样方法是去噪扩散隐式模型（denoising diffusion implicit models，

DDIM）[81]。正如第 5章所述，该类方法等价于一阶扩散常微分方程求解器 [75,89]。
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采样步数 = 10 采样步数 = 15 采样步数 = 20 采样步数 = 999

(a) DDIM [81]

(b) PNDM [84]

(c) DPM-Solver++

图 6.1 不同采样器在 Stable Diffusion模型上的采样结果

对于引导采样而言，该类方法通常需要 100到 250步的大型神经网络的串行调用

才能完成收敛，因而非常耗时。

如第 5 章中提出的专用的高阶扩散常微分方程求解器 [89,140]可以在没有引导

（即无条件模型）的情况下在 10到 20步内生成高质量的样本。然而，该类工作在

引导采样中的有效性仍是不确定的，如图 6.3 所示。本章仔细探讨了高阶扩散常

微分方程求解器在引导采样中面临的问题，发现先前针对扩散常微分方程的高阶

求解器在引导采样下生成的样本并不理想，甚至比简单的一阶求解器 DDIM更差。

这一反直觉的现象本质上反映了高阶求解器在引导采样时的额外困难。具体而言，

本章提出了将高阶求解器应用于引导采样时面临的两个挑战：（1）较大的引导尺

度会进一步缩小高阶求解器的收敛半径，使其变得非常不稳定；（2）收敛的解可

能与原始数据并不在相同的范围内（也称为 “训练-测试不匹配” [73]）。

为了解决这些问题，本章提出了 DPM-Solver++，一种用于引导采样且无需训
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采样步数 = 10 采样步数 = 15 采样步数 = 20 采样步数 = 100

(a) DPM-Solver++

(b) Improved-DDPM [78]

(c) DDPM [44] / SDE-DDIM [81]

(d) SDE-DPM-Solver++

图 6.2 不同 ODE采样器和 SDE采样器在 DeepFloyd-IF模型上的采样结果

练的快速扩散模型采样器，且可以同时适用于扩散常微分方程和扩散随机微分方

程。具体而言，本章的一个核心发现是，扩散模型的参数化（parameterization）对

采样器的采样质量有着关键的影响。对于引导采样而言，由于引导模型在初始噪

声时间的引导至关重要，因此需要重点减少初始时间附近的离散化误差。本章从

理论上分析了扩散模型采样的最优参数化形式，并针对由数据预测模型定义的扩

散常微分方程和扩散随机微分方程设计了专用的求解器。为了进一步提高生成质
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(a) DDIM [81]

(e) DPM-Solver-2 [89]

(b) PNDM（2阶）[84]

(f) DPM-Solver-3 [89]

(c) DEIS-1（2阶）[140]

(g) †DDIM

(d) DEIS-2（3阶）[140]

(h) DPM-Solver++2M

图 6.3 DPM-Solver++与已有采样器在条件扩散模型的引导采样下的结果比较，其中 †表
示采用动态阈值法

量，本章还采用了动态阈值法（dynamic thresholding）[73]来缓解训练-测试不匹配

的问题。此外，本章还提出一种多步（multi-step）求解器，可以使用更小的步长来

解决不稳定性问题。

图 6.1展示了隐空间（latent-space）的文到图模型 Stable Diffusion [15]的采样结

果，针对扩散常微分方程设计的 DPM-Solver++ 可以在 10 到 20 步内生成较高质

量的样本，远超已有的扩散常微分方程求解器。此外，图 6.2也展示了所提出的扩

散常微分方程求解器（DPM-Solver++）和扩散随机微分方程求解器（SDE-DPM-

Solver++）在像素空间（pixel-space）的文到图模型DeepFloyd-IF上的采样结果，其

中 SDE版本的 DPM-Solver++获得了最高的采样质量。

6.2 引导采样时高阶采样器面临的挑战

在提出新的快速求解器之前，本节首先对现有的高阶扩散常微分方程求解器

在引导采样时的性能进行了仔细验证，并突出了所面临的挑战。

第一个挑战是较大的引导尺度会导致高阶求解器不稳定。如图 6.3所示，对于

较大的引导尺度（数值等于 8.0）和仅仅使用 15次函数调用，先前的高阶扩散常微
分方程求解器 [84,89,140]生成的图像质量都较差，且甚至比对应的一阶求解器 DDIM

更差。更为严重的是，求解器的阶数越高，采样质量反而越差。从直觉上来看，较

大的引导尺度可能会同时放大模型 ̃𝝐𝜃 在式（2.39）中的输出和对应的导数。由于
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模型的导数影响了微分方程求解器的收敛范围，这样的放大效果可能导致高阶微

分方程求解器需要更小的步长来收敛。因此，当步长较大时（采样步数较少时），

高阶求解器的性能反而会不如一阶求解器。此外，由于高阶求解器需要近似高阶

导数，这些高阶导数通常对放大效果更为敏感，这导致收敛半径的范围被进一步

地缩小。

第二个挑战是 “训练-测试不匹配”问题 [73]。一般而言，训练数据都位于一个

有界区间内（例如，图像数据位于 [−1, 1]𝑑 中，其中 𝑑 是数据维度）。然而，较
大的引导尺度会将条件噪声预测模型 ̃𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐) 推离真实噪声，这反过来使样本
（即扩散常微分方程的收敛解 𝒙0）超出了数据所在范围的边界。在这种情况下，生

成的图像会变得过饱和且不自然 [73]。尽管前人工作提出了动态阈值法（dynamic

thresholding），但这种方法在少步采样的情形下效果仍不理想。如图 6.3所示，采

用了动态阈值法的一阶 DDIM在 15步的采样仍然较为模糊。

为了解决这两个问题，本章将系统地分析引导采样带来的额外问题，并提出一

种新的二阶采样算法 DPM-Solver++。如图 6.3所示，本章所提出的 DPM-Solver++

可以在 15步函数调用下获得非常清晰的采样结果，远超所有先前的快速采样算法。

6.3 为引导采样设计无需训练的快速采样器

如第 6.2节所讨论，先前的高阶求解器对于较大的引导尺度存在不稳定性的问

题，以及存在 “训练-测试不匹配”问题。为了解决这些问题，本节系统地设计了新

型的高阶扩散常微分方程求解器，包括使用数据预测模型来求解扩散常微分方程、

设计多步求解器、采用动态阈值法等，从而可实现更快的引导采样。

6.3.1 针对引导采样设计模型的参数化形式

对于引导采样而言，不同时间 𝑡 对应的引导的强弱通常非常不同。Balaji 等

人 [141]发现，在引导采样时，靠近 𝑡 = 𝑇（即噪声分布对应的时间）的引导模型的
注意力激活（attention map activation）较大，但靠近 𝑡 = 0（即数据分布对应的时间）
的引导模型的注意力激活较弱。此外，𝑡 = 𝑇 的误差也会在后续所有采样步骤中都
造成误差累积。因此，为了让引导采样的数值更稳定，采样器需要对靠近 𝑡 = 𝑇 附
近的求解更为精准。

以下详细分析 𝑡 = 𝑇 附近扩散模型的参数化形式。首先，根据特威迪公式
（Tweedie’s formula），有

∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) = −
𝒙𝑡 − 𝛼𝑡𝔼𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡)[𝒙0]

𝜎2
𝑡

. （6.1）
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当 𝑡 ≈ 𝑇 时，𝒙0与 𝒙𝑡几乎是条件独立的，因此有 𝑞0𝑡(𝒙0|𝒙𝑡) ≈ 𝑞0(𝒙0)。此时，由于
噪声预测模型的全局最优解 [45]为 −𝜎𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)，故噪声预测模型可以被如下方
式近似：

𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≈ −𝜎𝑡∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡) ≈
𝒙𝑡 − 𝛼𝑡𝔼𝑞0(𝒙0)[𝒙0]

𝜎𝑡
. （6.2）

此时，由于 𝔼𝑞0(𝒙0)[𝒙0]与输入 𝒙𝑡无关，故噪声预测模型可以被近似为关于 𝒙𝑡的一

个线性函数。然而，正如第 5.2.1节中所讨论的，这样额外的线性函数的近似反而

会导致更多的累积误差，这也可以解释为什么在第 5章中针对噪声预测模型设计

的 DPM-Solver无法应用于引导采样。

因此，提高高阶采样器在引导采样中的稳定性，需要将噪声预测模型的参数

化形式更改为更稳定的形式。基于以上讨论以及第 5.2.1节中的结论，可以发现本

质上的解决方式是需要将所有的线性项都解析地计算。受式（6.2）启发，将所有

线性项减掉后，剩余的项正比于 𝔼𝑞0(𝒙0)[𝒙0]，这恰好对应了数据预测模型。具体而
言，当 𝑡 ≈ 𝑇 时，有

𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≈
𝒙𝑡 + 𝜎2

𝑡 ∇𝒙𝑡 log 𝑞𝑡(𝒙𝑡)
𝛼𝑡

≈ 𝔼𝑞0(𝒙0)[𝒙0]. （6.3）

换而言之，当 𝑡 ≈ 𝑇 时，数据预测模型 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡)可以被近似为一个常数。理论上，
对这样常数的积分的离散化对应的离散化误差会远小于对线性函数（噪声预测模

型）的离散化误差。受此启发，本章对数据预测模型设计扩散模型的专用求解器，

并验证了该方法对于引导采样的有效性。

6.3.2 基于数据预测模型设计高阶求解器

本节针对数据预测模型参数化的扩散常微分方程设计专用的快速高阶求解器。

具体而言，本节遵循第 5章中的符号表示。

具体而言，给定时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇 和从 𝑡0 = 𝑇 递减到 𝑡𝑀 = 0 的 𝑀 + 1
个时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，其中 𝒙̃𝑡0 = 𝒙𝑇 为给定的初始值。求解器的目标是迭代地计算一

个序列 {𝒙̃𝑡𝑖}
𝑀
𝑖=0 以近似每个时间 𝑡𝑖 的精确解，其中最终的值 𝒙̃𝑡𝑀 即为扩散常微分

方程的近似采样。对 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，记 ℎ𝑖 ≔ 𝜆𝑡𝑖 − 𝜆𝑡𝑖−1。此外，为了简便起见，记

𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆) ≔ 𝒙𝜃(𝒙𝑡𝜆(𝜆), 𝑡𝜆(𝜆))为数据预测模型 𝒙𝜃 的 𝜆的变量替换形式。
式（2.36）给出了关于数据预测模型 𝒙𝜃 的扩散常微分方程的表达式。与

第 5.2.1 节中的推导类似，由于该表达式也有半线性的结构，因此可以将该半线

性部分解析地计算。再次利用关于 𝜆的变量替换公式（change-of-variable formula），

可以得到由数据预测模型参数化的扩散常微分方程的精确解，如下述命题所示。

命题 6.1 (由数据预测模型参数化的扩散常微分方程的精确解)：给定时间 𝑠 > 0的
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初始解 𝒙𝑠，式（2.36）中的扩散常微分方程在时间 𝑡 ∈ [0, 𝑠]的解 𝒙𝑡为：

𝒙𝑡 = 𝜎𝑡
𝜎𝑠

𝒙𝑠 + 𝜎𝑡 ∫
𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒𝜆𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)d𝜆. （6.4）

需要注意的是，由于式（2.35）和式（2.36）中的扩散常微分方程是等价的，因

此式（5.4）和式（6.4）中的精确解的公式也是等价的。然而，从设计扩散常微分方

程求解器的角度来看，这两个公式是不同的。首先，式（5.4）精确地计算了线性项

(𝛼𝑡/𝛼𝑠)𝒙𝑠，而式（6.4）精确地计算了另一个线性项 (𝜎𝑡/𝜎𝑠)𝒙𝑠。根据第 6.3.1节的讨论，

本章提出的关于数据预测模型的参数化形式的精确解（式（6.4））几乎把所有的线

性项进行了精确计算，对应为 (𝜎𝑡/𝜎𝑠)𝒙𝑠，因此进一步减少了线性项带来的离散化误

差。其次，为了设计常微分方程求解器，式（5.4）需要近似关于噪声预测模型的

指数加权积分 ∫ 𝑒−𝜆 ̂𝝐𝜃d𝜆，而式（6.4）需要近似关于数据预测模型的另一个指数加

权积分 ∫ 𝑒𝜆 ̂𝒙𝜃d𝜆，显然这两个积分是不同的（因为 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) ≔ (𝒙𝑡 − 𝜎𝑡𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡))/𝛼𝑡）。

因此，基于式（5.4）和式（6.4）设计的高阶求解器是本质不同的。受此启发，以

下进一步提出了基于式（6.4）设计扩散常微分方程的高阶求解器的通用方法。

给定时间 𝑡𝑖−1 处的初始值 𝒙̃𝑡𝑖−1，求解器的目标是近似时间 𝑡𝑖 处的精确解

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖。记 𝒙̂(𝑛)
𝜃 (𝜆) ≔ d𝑛𝒙̂𝜃(𝒙𝜆, 𝜆)/d𝜆𝑛为数据预测模型 𝒙̂𝜃关于 𝜆的 𝑛阶全导数（total

derivative）。与第 5.2.2节中的推导类似，以下的推导同样基于泰勒展开。具体而

言，对于 𝑘 ⩾ 1，对 𝜆 ∈ [𝜆𝑡𝑖−1 , 𝜆𝑡𝑖]处的 𝒙̂𝜃 关于 𝜆 = 𝜆𝑡𝑖−1 取 (𝑘 − 1)阶泰勒展开，并
将其代入式（6.4）中（取 𝑠 = 𝑡𝑖−1和 𝑡 = 𝑡𝑖），有：

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝜎𝑡𝑖

𝜎𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 + 𝜎𝑡𝑖

𝑘−1

∑
𝑛=0

𝒙̂(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1

, 𝜆𝑡𝑖−1) ∫
𝜆𝑡𝑖

𝜆𝑡𝑖−1

𝑒𝜆 (𝜆 − 𝜆𝑡𝑖−1)𝑛

𝑛! d𝜆 + 𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 ).（6.5）

接着，通过引入第 5.2.2节中的函数 𝜑𝑘(ℎ)，上式可以被化简为：

𝒙𝑡𝑖−1→𝑡𝑖 =
𝜎𝑡𝑖

𝜎𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 + 𝛼𝑡𝑖

𝑘−1

∑
𝑛=0

ℎ𝑛+1
𝑖 𝜑𝑛+1(−ℎ𝑖)𝒙̂

(𝑛)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1

, 𝜆𝑡𝑖−1) + 𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 ), （6.6）

其中 𝜑𝑛+1(−ℎ𝑖)可被解析地计算。因此，与第 5.2.2节中的推导同理，只需要在省略

𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 )的高阶误差项后用有限差分（finite difference）近似 𝑛阶导数 𝒙̂(𝑛)

𝜃 (𝜆𝑡𝑖−1)即
可。本章将这样设计的求解器命名为 DPM-Solver++。值得注意的是，当 𝑘 = 1时，
DPM-Solver++与第 5章中的 DPM-Solver完全相同，且都等价于 DDIM [81]。这将

在第 6.5节中详细讨论。

而当 𝑘 ⩾ 2时，一种做法是使用与第 5章中DPM-Solver-2相同的技术来估计导

数 𝒙̂(1)
𝜃 (𝒙̂𝜆𝑡𝑖−1

, 𝜆𝑡𝑖−1)，即在 𝑡𝑖−1和 𝑡𝑖之间引入一个额外的中间时间步 𝑠𝑖，并组合 𝑠𝑖和

𝑡𝑖−1的函数值来近似导数，这也被称为单步（single-step）求解器 [132]。这种求解器共

需要 2𝑀+1个时间点（{𝑡𝑖}𝑀
𝑖=0和 {𝑠𝑖}𝑀

𝑖=1），满足 𝑡0 > 𝑠1 > 𝑡1 > ⋯ > 𝑡𝑀−1 > 𝑠𝑀 > 𝑡𝑀。
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算法 6.1 DPM-Solver++(2S)算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0 和 {𝑠𝑖}𝑀
𝑖=1，数据预测模型 𝒙𝜃

输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇
2: for 𝑖 ← 1 to 𝑀 do
3: ℎ𝑖 ← 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1

4: 𝑟𝑖 ← 𝜆𝑠𝑖 −𝜆𝑡𝑖−1
ℎ𝑖

5: 𝒖𝑖 ← 𝜎𝑠𝑖
𝜎𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1
− 𝛼𝑠𝑖 (𝑒−𝑟𝑖ℎ𝑖 − 1) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1

, 𝑡𝑖−1)

6: 𝒙̃𝑡𝑖
← 𝜎𝑡𝑖

𝜎𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝛼𝑡𝑖 (𝑒−ℎ𝑖 − 1) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1) − 𝛼𝑡𝑖 (𝑒−ℎ𝑖 − 1)

𝒙𝜃(𝒖𝑖,𝑠𝑖)−𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 ,𝑡𝑖−1)
2𝑟𝑖

7: end for
8: return 𝒙̃𝑡𝑀

算法 6.2 DPM-Solver++(2M)算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，数据预测模型 𝒙𝜃。
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 对于 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，令 ℎ𝑖 ≔ 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1
2: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇，并初始化一个缓冲队列 𝑄

3: 𝑄 buffer←−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡0
, 𝑡0)

4: 𝒙̃𝑡1
← 𝜎𝑡1

𝜎𝑡0
𝒙̃0 − 𝛼𝑡1 (𝑒−ℎ1 − 1) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡0

, 𝑡0)

5: 𝑄 buffer←−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡1
, 𝑡1)

6: for 𝑖 ← 2 to 𝑀 do
7: 𝑟𝑖 ← ℎ𝑖−1

ℎ𝑖

8: 𝒙̃𝑡𝑖
← 𝜎𝑡𝑖

𝜎𝑡𝑖−1
𝒙̃𝑡𝑖−1

− 𝛼𝑡𝑖 (𝑒−ℎ𝑖 − 1) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1) − 𝛼𝑡𝑖 (𝑒−ℎ𝑖 − 1)

𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 ,𝑡𝑖−1)−𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−2 ,𝑡𝑖−2)
2𝑟𝑖

9: 若 𝑖 < 𝑀，则 𝑄 buffer←−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖
, 𝑡𝑖)

10: end for
11: return 𝒙̃𝑡𝑀

具体的流程见算法 6.1，其中每一步将时间 𝑡𝑖−1 处的值 𝒙̃𝑡𝑖−1 与时间 𝑠𝑖 处的中间值

𝒖𝑖结合来计算时间 𝑡𝑖处的值 𝒙̃𝑡𝑖。本章将该算法命名为 DPM-Solver++(2S)，意味着

所提出的求解器是一种二阶单步方法。该算法的收敛性的证明与第 5章中的证明

一致，因此本章不再赘述。此外，对于 𝑘 ⩾ 3，如第 6.2节所讨论的，高阶求解器

可能不适合较大的引导尺度，因此本章只考虑 𝑘 = 2。

6.3.3 基于多步法的求解器

第 6.3.2节提出了基于单步法的二阶求解器，该求解器的每一步（从 𝑡𝑖−1到 𝑡𝑖）

需要神经网络 𝒙𝜃 的两次函数调用，而且中间值 𝒖𝑖 只使用一次就被丢弃。这种方

法丢失了先前的信息，因而效果不一定是最优的。为了进一步提高求解器的效果，

本节提出了基于多步法（multi-step method）的二阶扩散常微分方程求解器，其每
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(a) DPM-Solver-2
（𝝐𝜃 参数化，单步法）

(b) DPM-Solver++(2S)
（𝒙𝜃 参数化，单步法）

(c) DPM-Solver++(2M)
（𝒙𝜃 参数化，多步法，阈值法）

图 6.4 在 ImageNet 256 × 256数据集上使用 8.0的引导尺度时不同采样算法的采样结果

一步都会用到先前的计算结果。

具体而言，对于 𝑛 ⩾ 1，为了近似式（6.6）中的导数 𝒙̂(𝑛)
𝜃 ，有另一种主流方

法 [132]：多步法。给定时间 𝑡𝑖−1处的先前值 {𝒙̃𝑡𝑗 }𝑖−1
𝑗=0，多步法重复使用了先前值来

近似高阶导数，因而每一步只需要一次函数调用。从经验上看，多步法的确比单

步方法更高效，特别是对于有限数量的函数评估 [132]。

本节将多步求解器的设计技巧与式（6.5）中的泰勒展开相结合，进一步提出了

一种用于数据预测模型 𝒙𝜃参数化的扩散常微分方程的多步二阶求解器，如算法 6.2

所述。其中，该算法为先前值维护了一个缓冲区，每一步需要结合先前的值 𝒙̃𝑡𝑖−1

和 𝒙̃𝑡𝑖−2 来计算值 𝒙̃𝑡𝑖，而无需额外的中间值。该算法被命名为 DPM-Solver++(2M)，

意味着所提出的求解器是一种多步二阶求解器。

多步法的一个优势是，对于固定的采样步数，多步法每一步的步长会更小，因

而离散化损失可能会更小。具体而言，对于固定的𝑁 次函数调用总次数，多步法
可以使用𝑀 = 𝑁 步，而 𝑘阶单步方法最多只能使用𝑀 = 𝑁/𝑘步。因此，多步
法的每一步大小 ℎ𝑖 约为单步方法的 1/𝑘，所以多步法在式（6.5）中的高阶误差项

𝒪(ℎ𝑘
𝑖 )可能小于单步方法对应的步长。第 6.6.1节的定量实验结果也表明，多步法

的 DPM-Solver++略优于单步法的 DPM-Solver++。

6.3.4 将阈值法与高阶求解器结合

对于有界数据（例如图像数据）的分布，阈值法 [44,73]可以将越界样本限制至

训练数据的范围内，从而一定程度上减少由较大引导尺度带来的不利影响 [73]。具

体而言，阈值法通过逐元素地将数据预测模型 𝒙𝜃 削减在数据范围内，从而定义了

一个被削减后的数据预测模型。由于 DPM-Solver++是为数据预测模型 𝒙𝜃 专属设

计的，因此可以直接与阈值法结合。

综合以上所提的方法，图 6.4展示了一个在 ImageNet 256 × 256上使用 15步
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算法 6.3 SDE-DPM-Solver++1算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，数据预测模型 𝒙𝜃。
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇
2: for 𝑖 ← 1 to 𝑀 do
3: ℎ𝑖 ← 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1
4: 𝒛𝑡𝑖

∼ 𝒩 (0, 𝑰)
5: 𝒙̃𝑡𝑖

← 𝜎𝑡𝑖
𝜎𝑡𝑖−1

𝑒−ℎ𝑖 𝒙̃𝑖−1 + 𝛼𝑡𝑖 (1 − 𝑒−2ℎ𝑖) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1
, 𝑡𝑖−1) + 𝜎𝑡𝑖

√1 − 𝑒−2ℎ𝑖𝑧𝑡𝑖

6: end for
7: return 𝒙̃𝑡𝑀

算法 6.4 SDE-DPM-Solver++(2M)算法流程
输入：时间 𝑇 的初始值 𝒙𝑇，中间时间点 {𝑡𝑖}𝑀

𝑖=0，数据预测模型 𝒙𝜃。
输出：扩散常微分方程的近似采样 𝒙̃𝑡𝑀
1: 对于 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀，令 ℎ𝑖 ≔ 𝜆𝑡𝑖

− 𝜆𝑡𝑖−1
2: 𝒙̃𝑡0

← 𝒙𝑇，并初始化一个缓冲队列 𝑄

3: 𝑄 添加缓冲←−−−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡0
, 𝑡0)

4: 𝒛𝑡1
∼ 𝒩 (0, 𝑰)

5: 𝒙̃𝑡1
← 𝜎𝑡1

𝜎𝑡0
𝑒−ℎ1 𝒙̃0 + 𝛼𝑡1 (1 − 𝑒−2ℎ1) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡0

, 𝑡0) + 𝜎𝑡1
√1 − 𝑒−2ℎ1𝑧𝑡1

6: 𝑄 添加缓冲←−−−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡1
, 𝑡1)

7: for 𝑖 ← 2 to 𝑀 do
8: 𝑟𝑖 ← ℎ𝑖−1

ℎ𝑖
9: 𝒛𝑡𝑖

∼ 𝒩 (0, 𝑰)
10: 𝒙̃𝑡𝑖

← 𝜎𝑡𝑖
𝜎𝑡𝑖−1

𝑒−ℎ𝑖 𝒙̃𝑡𝑖−1
+ 𝛼𝑡𝑖 (1 − 𝑒−2ℎ𝑖) 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1

, 𝑡𝑖−1)

11: + 𝛼𝑡𝑖 (1 − 𝑒−2ℎ𝑖)
𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 ,𝑡𝑖−1)−𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−2 ,𝑡𝑖−2)

2𝑟𝑖
+ 𝜎𝑡𝑖

√1 − 𝑒−2ℎ𝑖𝑧𝑡𝑖

12: 若 𝑖 < 𝑀，则 𝑄 添加缓冲←−−−−−− 𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖
, 𝑡𝑖)

13: end for
14: return 𝒙̃𝑡𝑀

求解器的采样结果示例。可以看到，分别改变参数化形式（从 𝝐𝜃 参数化到 𝒙𝜃 参数

化）和应用多步法与阈值法，DPM-Solver++仅仅在 15步就可以获得较高的采样

质量。

6.4 扩散随机微分方程的快速求解器

对于引导采样（条件扩散模型）而言，基于扩散随机微分方程的采样方法在

某些情况下可以获得比基于扩散常微分方程采样质量更好的结果。如图 6.2所示，

尽管基于扩散常微分方程的采样方法可以在较少步数下收敛，但其收敛后的图像

质量可能较差；相反，前人针对扩散随机微分方程的采样方法在步数较少时可能
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较差，但步数较多时的采样结果可能有较高的质量。为了在尽量少的步数下获得

较高质量的采样结果，本节进一步为扩散随机微分方程设计快速求解器。

具体而言，令 d𝒘̂𝜆 ≔ √−(d𝜆𝑡/d𝑡)d𝒘̄𝑡𝜆(𝜆) 为扩散模型中的维纳过程（Wiener

process）关于 𝜆的换元。为简要起见，令 𝛼̂𝜆 ≔ 𝛼𝑡𝜆(𝜆)和 𝜎̂𝜆 ≔ 𝜎𝑡𝜆(𝜆)为 𝛼𝑡和 𝜎𝑡关于

𝜆的换元。对于常用的扩散模型，即 “方差保留”（variance preserving，VP）类型，

有 𝛼̂2
𝜆 + 𝜎̂2

𝜆 = 1，此时有
d log 𝛼̂𝜆
d𝜆 = 𝜎̂2

𝜆,
d log 𝜎̂𝜆
d𝜆 = −𝛼̂2

𝜆.
（6.7）

由于扩散模型的系数满足 𝑓(𝑡) = d log 𝛼𝑡/d𝑡 以及 𝑔(𝑡) = 𝜎𝑡√−2(d𝜆𝑡/d𝑡)（详见
第 2.2节），因此扩散随机微分方程关于 𝜆换元后的随机微分方程为：

d𝒙̂𝜆 = [−(1 + 𝛼̂2
𝜆)𝒙̂𝜆 + 2𝛼̂𝜆𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)]d𝜆 + √2𝜎̂𝜆d𝒘̂𝜆. （6.8）

与第 5.2.1节同理，通过应用常数变易定理（variation-of-constants formula），以下

命题给出了扩散随机微分方程的精确解的表达式。

命题 6.2 (由数据预测模型参数化的扩散随机微分方程的精确解)： 给定时间 𝑠 > 0
的初始解 𝒙𝑠，式（6.8）中的扩散随机微分方程在时间 𝑡 ∈ [0, 𝑠]的解 𝒙𝑡为：

𝒙𝑡 = 𝜎𝑡
𝜎𝑠

𝑒−(𝜆𝑡−𝜆𝑠)𝒙𝑠 + 2𝛼𝑡 ∫
𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒2(𝜆−𝜆𝑡)𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆)d𝜆 + √2𝜎𝑡 ∫

𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒𝜆−𝜆𝑡d𝒘̂𝜆. （6.9）

根据上述命题，以下具体推导出针对扩散随机微分方程的求解器。首先，关于

𝒘̂𝜆的积分属于伊藤积分（Itô integral），它可以被如下等价地计算：

∫
𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒𝜆−𝜆𝑡d𝒘𝜆 =

⎛
⎜
⎜
⎝
√∫

𝜆𝑡

𝜆𝑠
𝑒2(𝜆−𝜆𝑡)d𝜆

⎞
⎟
⎟
⎠

𝒛𝑡 = 1
√2

√1 − 𝑒−2(𝜆𝑡−𝜆𝑠)𝒛𝑡, （6.10）

其中 𝒛𝑡 ∼ 𝒩 (0, 𝑰)为服从标准高斯分布的噪声。因此，为了离散化式（6.9），只

需要离散化关于 𝒙̂𝜃 的指数加权积分即可。为简便起见，记 ℎ ≔ 𝜆𝑡 − 𝜆𝑠。通过应

用第 6.3.2 节类似的推导，可以得到以下的一阶和二阶求解器。由于这些求解器

是为扩散随机微分方程设计的，因此分别将一阶和二阶求解器命名为 SDE-DPM-

Solver++1和 SDE-DPM-Solver++2M。

SDE-DPM-Solver++1 令 𝒛𝑡 ∼ 𝒩 (0, 𝑰)。通过假设 𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆) ≈ 𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠)，有

𝒙̃𝑡 = 𝜎𝑡
𝜎𝑠

𝑒−ℎ𝒙̃𝑠 + 𝛼𝑡(1 − 𝑒−2ℎ)𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠) + 𝜎𝑡√1 − 𝑒−2ℎ𝒛𝑡. （6.11）
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表 6.1 基于指数积分器的高阶扩散模型求解器之间的比较

采样算法 一阶特例 参数化 泰勒展开 求解器类型 解析形式

DEIS [140] DDIM (𝜂 = 0) 𝝐𝜃 𝝐𝜃 对 𝑡 多步法 ×

DPM-Solver [89] DDIM (𝜂 = 0) 𝝐𝜃 ̂𝝐𝜃 对 𝜆 单步法 ✓

DPM-Solver++ DDIM (𝜂 = 0) 𝒙𝜃 𝒙̂𝜃 对 𝜆 单、多步法 ✓

SDE-DPM-Solver++ DDIM (𝜂 = 1) 𝒙𝜃 𝒙̂𝜃 对 𝜆 多步法 ✓

SDE-DPM-Solver++(2M) 令 𝒛𝑡 ∼ 𝒩 (0, 𝑰)。假设已有在时间 𝑟 < 𝑡 处的近
似值 𝒙̃𝑟 和 𝒙𝜃(𝒙̃𝑟, 𝑟)。记 𝑟1 ≔ (𝜆𝑟 − 𝜆𝑠)/ℎ。通过假设 𝒙̂𝜃(𝒙̂𝜆, 𝜆) ≈ 𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠) +
((𝜆 − 𝜆𝑠)/𝑟1ℎ)(𝒙𝜃(𝒙̃𝑟, 𝑟) − 𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠))，有

𝒙̃𝑡 = 𝜎𝑡
𝜎𝑠

𝑒−ℎ𝒙̃𝑠 + 𝛼𝑡(1 − 𝑒−2ℎ)𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠)

+ 𝛼𝑡(1 − 𝑒−2ℎ) (
𝒙𝜃(𝒙̃𝑟, 𝑟) − 𝒙𝜃(𝒙̃𝑠, 𝑠)

2𝑟1 ) + 𝜎𝑡√1 − 𝑒−2ℎ𝒛𝑡.
（6.12）

迭代执行以上算法，即可获得最终的采样。全部的算法流程见算法 6.3和 6.4。

6.5 与已有针对引导采样的快速采样算法比较

本质上，所有用于扩散模型的无需训练的采样方法都可以理解为离散化对

应的扩散随机微分方程 [44-45,82-83,86,139,142]或扩散常微分方程 [45,81,84,89,140]。基于

第 5.3节的讨论，本节进一步讨论 DPM-Solver++与其它现有算法的联系和区别。

与基于指数积分器的求解器的比较。 本节首先讨论一般形式的 DDIM [81]与

DPM-Solver++ 的关系。令 𝜎̃𝑡𝑖(𝜂) ≔ 𝜂𝜎𝑡𝑖
√1 − 𝑒−2ℎ𝑖，那么对于 𝜂 ⩾ 0，一般形式

的 DDIM的更新公式为：

𝒙̃𝑡𝑖 = 𝛼𝑡𝑖𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1) + √𝜎2
𝑡𝑖

− 𝜎̃2
𝑡𝑖

(𝜂)𝝐𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1) + 𝜎̃𝑡𝑖(𝜂)𝒛𝑡𝑖 . （6.13）

已有最先进的快速扩散常微分方程求解器 [89,140]都利用指数积分器（exponen-

tial integrators）来求解由噪声预测模型 𝝐𝜃参数化的扩散常微分方程。换言之，这些

求解器本质上都在近似第 5章中式（5.4）中的精确解，并包括 𝜂 = 0的DDIM [81]作

为一阶特例。更进一步，以下证明DPM-Solver++的一阶特例也是 𝜂 = 0的DDIM，且

SDE-DPM-Solver++的一阶特例恰好为 𝜂 = 1的DDIM（也等价于原始DDPM [44]）。
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对于 𝑘 = 1，式（6.6）在忽略高阶误差项 𝒪(ℎ𝑘+1
𝑖 )后等价于：

𝒙̃𝑡𝑖 =
𝜎𝑡𝑖

𝜎𝑡𝑖−1

𝒙̃𝑡𝑖−1 − 𝛼𝑡𝑖(𝑒
−ℎ𝑖 − 1)𝒙𝜃(𝒙̃𝑡𝑖−1 , 𝑡𝑖−1). （6.14）

由于 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡) = (𝒙𝑡−𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡))/𝛼𝑡，容易验证上式等价于式（5.12）中的DPM-Solver-1。

此外，也容易验证式（6.11）等价于式（6.13）中 𝜂 = 1时的情形。
6.5节中列出了基于指数积分器的已有高阶求解器和 DPM-Solver++之间的区

别。尽管这些求解器的一阶版本是等价的，但高阶版本却并不相同。由于 DPM-

Solver++可以几乎将所有线性项都解析地计算，因此 DPM-Solver++和 SDE-DPM-

Solver++在理论上都优于已有的求解器，且可以视为对 DDIM的直接拓展。

其它快速采样方法。 基于扩散随机微分方程的采样器 [44-45,82-83,86,139,142]通常需

要比基于扩散常微分方程的采样器 [89]更多的步骤来收敛，因为扩散随机微分方

程引入了更多的随机性，使得去噪更为困难。基于额外训练的采样器包括模型蒸

馏 [75-76]、学习逆过程方差 [77-78,135]和学习采样步骤 [79-80]。然而，基于训练的采

样器很难扩展到预训练的大型扩散模型 [15,18,73]。通过将原始扩散模型修改到隐空

间 [136]或引入动量 [137]也可以得到理论上收敛更快的扩散模型。另外，将扩散模型

与生成对抗网络结合 [138,143]也可以提高生成对抗网络的采样质量和扩散模型的采

样速度。

6.6 实验结果

本节从实验上验证 DPM-Solver++对于条件扩散模型的加速效果，包括像素空

间扩散模型和隐空间扩散模型的引导采样。所有实验通过改变不同数量的采样步

数，即调用模型 𝝐𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐)或 𝒙𝜃(𝒙𝑡, 𝑡, 𝑐)的次数，并将 DPM-Solver++与先前最先进

的扩散模型快速采样器进行比较，包括第 5章提出的 DPM-Solver [89]，DEIS [140]，

PNDM [84]和 DDIM [81]。对于离散时间扩散模型，实验同样采用了第 5.2.3节中的

实验设置。此外，由于先前的求解器没有测试其在引导采样中的性能，本节实验

还通过对不同的步长调度策略（即时间步 {𝑡𝑖}𝑀
𝑖=0的选择）和求解器阶数仔细搜索，

来确保基线采样器的最佳性能。经过搜索后有以下发现：

• 对于步长调度，实验搜索了如下策略：对 𝑡的均匀步长 [44-45]、对 𝜆的均匀步
长 [89]、对 𝑡的指数幂的均匀步长 [140]。实验发现，对于引导采样而言，对 𝑡
的均匀步长所得的结果最好。

• 对于较大的引导尺度，所有先前的高阶采样器中表现最好的采样器的阶数都

是二阶。
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(b)单步法与多步法的区别
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(c)动态阈值法的效果

图 6.5 DPM-Solver++相比于 DPM-Solver的具体改进对采样质量（FID分数）的影响

因此，所有高阶的基准线方法都采用了对 𝑡的均匀步长的二阶采样器作为最优的
基准线结果。

6.6.1 像素空间条件扩散模型的实验结果

实验首先将DPM-Solver++与其它采样器在分类器引导（classifier guidance）的

引导采样下进行比较，使用的模型是 ImageNet 256 × 256数据集上预训练的扩散模
型 [49]。具体而言，实验通过绘制一万个采样样本并计算 FID分数 [129]来衡量采样

质量，其中较低的 FID分数通常意味着更好的采样质量。此外，实验还额外比较了

DDIM和DPM-Solver++在采用动态阈值法 [73]时的采样质量。通过改变引导尺度 𝑠
的值（分别为 8.0、4.0和 2.0），最终的实验结果如图 6.6 (a-c)所示。实验发现，对于

较大的引导尺度，所有先前的高阶采样器（DEIS、PNDM和 DPM-Solver）的收敛

速度都比一阶DDIM更慢，这表明先前的高阶采样器不稳定。相反，DPM-Solver++

在大引导尺度和小引导尺度上都获得了最佳的加速性能。尤其是对于大引导尺度，

DPM-Solver++几乎只在 15步内即可收敛，其生成质量与其余采样器 100步采样

所得结果一致。这样的实验结果说明了 DPM-Solver++在引导采样中的有效性。

作为消融实验，本节还比较了单步 DPM-Solver-2、单步 DPM-Solver++(2S)和
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(a)像素空间（𝑠 = 8.0）
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(b)像素空间（𝑠 = 4.0）
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(c)像素空间（𝑠 = 2.0）
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(d)隐空间（𝑠 = 7.5）

图 6.6 像素空间和隐空间的条件扩散模型在不同求解器下的采样质量

多步 DPM-Solver++(2M)，以验证所提方法的有效性。具体而言，实验使用较大的

引导尺度（𝑠 = 8.0），并进行以下对比实验：
• 比较 𝝐𝜃 与 𝒙𝜃 参数化的区别：如图 6.5 (a) 所示，通过将扩散常微分方程参

数化从 𝝐𝜃 换成 𝒙𝜃（即从 DPM-Solver-2到 DPM-Solver++(2S)并进行采样），

DPM-Solver++(2S) 可以获得稳定的相对于一阶 DDIM 的加速效果，但原始

的 DPM-Solver比 DDIM更差。因此，针对 𝒙𝜃 设计的高阶求解器更适合引导

采样。

• 比较单步法与多步法的区别：如图 6.5 (b)所示，多步法的 DPM-Solver++比

单步法的 DPM-Solver++的收敛速度稍快，并且可以在 15到 20步内完全收

敛。因此，对于引导采样而言，多步法的离散化误差更小，收敛速度更快。

• 动态阈值法带来的效果：图 6.5 (c)展示了动态阈值法对采样质量的影响，其

中 † 表示使用了动态阈值法。需要注意的是，动态阈值法改变了数据预测

模型 𝒙𝜃，因此改变了扩散常微分方程的收敛解。首先，实验发现通过应用

动态阈值法，扩散常微分方程可以得到更高质量的采样结果，这也与前人工

作 [73]的结论一致；其次，应用了动态阈值法的 DPM-Solver++显著优于应用

了动态阈值法的 DDIM和没有应用动态阈值法的 DPM-Solver++，这也说明
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了 DPM-Solver++与动态阈值法高度适配。

此外，这样的定量结果也与图 6.4中展示的定性结果一致。

6.6.2 隐空间条件扩散模型的实验结果

本节进一步对 DPM-Solver++ 在隐空间扩散模型 [15]上的加速性能进行验证。

具体而言，实验基于开源社区最受欢迎的文到图扩散模型 Stable Diffusion [15]，且

使用官方代码中默认的引导尺度 𝑠 = 7.5。隐空间扩散模型通过训练一对编码器
（encoder）和解码器（decoder）将图像空间与隐空间关联起来，然后为隐空间的数

据训练一个扩散模型。由于隐空间是无界的（一般在隐空间取高斯分布为先验），

因此隐空间扩散模型无法应用动态阈值法。实验比较了DPM-Solver++与不同求解

器在隐空间的收敛速度，如图 6.6 (d)所示。

具体而言，实验随机抽取了MS-COCO-2014数据集中验证集里的一万个标题-

图像对，并使用标题作为条件从预训练的 Stable Diffusion模型中采样一万个图像，

其中每个标题只采样一个图像样本（这遵循了 Rombach等人 [15], Nichol等人 [72]的

标准评估流程）。实验发现，所有求解器在仅仅 10 步内就可以达到大约 15.0 至
16.04 的 FID 分数，这是因为 Stable Diffusion 的强大的预训练解码器可以将未收

敛的隐空间数据映射到一个好的图像样本，尽管它与收敛的图像相距甚远。因此，

FID分数难以衡量隐空间扩散模型的收敛速度。

为了解决这个问题，验证实验需要对隐空间扩散模型设计一个专用的评测标

准。由于不同的扩散常微分方程求解器直接影响了隐空间上的收敛速度，而隐空间

的预训练范式是基于高斯分布（对应于隐空间的 𝐿2 范数），因此为了进一步比较

隐空间扩散模型的不同采样器，本节实验根据隐空间上采样的 𝒙0 和真实解 𝒙∗
0 之

间的 𝐿2范数 ‖𝒙0 − 𝒙∗
0‖2/√𝐷直接比较不同的求解器。具体而言，实验首先从标准

正态分布中采样一万个噪声变量并固定，接着使用不同的扩散模型采样器从这一

万个固定噪声变量开始采样一万个隐变量。由于所有这些求解器都可以理解为离

散化扩散常微分方程，因此实验通过 999步 DDIM得到的真实解 𝒙∗
0与不同采样器

在不同采样步数下的采样结果 𝒙0 比较并计算 𝐿2 范数，结果如图 6.6 (d)所示。可

以发现，Stable Diffusion中支持的快速采样器（DDIM和 PNDM）比DPM-Solver++

和 DEIS收敛慢得多。此外，二阶多步 DPM-Solver++和 DEIS在隐空间上实现了

非常接近的加速。由于 Stable Diffusion默认使用 50步的 PNDM，而DPM-Solver++

只需 15 至 20 步就可以实现类似的收敛误差，因此 DPM-Solver++ 可以对 Stable

Diffusion达到非常快的加速性能。图 6.1也展示了不同求解器对于 Stable Diffusion

的加速效果。通过对采样图像的定性比较，可以发现 DPM-Solver++确实可以在仅

15至 20步内生成相当不错的图像样本。
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6.7 本章小结

本章对条件扩散模型的引导采样的加速问题进行了深入研究。理论分析和实

验验证表明，先前的基于噪声预测模型的高阶求解器在较大引导尺度的引导采样

中存在不稳定的问题，其生成质量甚至比一阶求解器 DDIM更差。为了解决该问

题并加速引导采样，本章提出了 DPM-Solver++，一种无需训练的快速扩散模型采

样器，同时适用于加速扩散常微分方程和扩散随机微分方程的引导采样。DPM-

Solver++基于数据预测模型对应的参数化形式，并可以直接采用多步法和阈值法

进一步稳定采样过程。实验结果显示，基于 DPM-Solver++的条件扩散模型可以在

很少步数下生成高质量的样本，并且几乎只需 15到 20步就可以收敛。
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第 7章 总结与展望

7.1 本文总结

为了解决可逆生成模型在表达能力、训练难度和推断速度上存在的关键基本

问题，本文系统地针对可逆生成模型及其训练与推断算法进行了研究与开发，取

得的主要创新性成果如下：

第 3章提出了隐式标准化流模型，通过非线性方程的根隐式地定义可逆生成

模型，提高了离散时间标准化流模型的表达能力，在同等参数下的密度估计性能

显著优于已有模型。

第 4章提出了扩散常微分方程最大似然训练的高效算法，通过分析扩散常微

分方程的最大似然训练与分数匹配的关系，证明了原有一阶去噪分数匹配算法不

足以保证扩散常微分方程的最大似然训练，并进一步提出一种误差可控的高阶去

噪分数匹配算法，使得扩散常微分方程以及连续时间的标准化流模型的最大似然

训练可以被高效地实现。

第 5章提出了无条件扩散模型的高效采样算法，通过解析地计算扩散常微分

方程的线性项及对应的系数，提出了一种专为扩散常微分方程设计的具有收敛阶

数保证的高阶求解器，在无需训练的前提下将无条件扩散模型的采样加速了 4到
16倍。
第 6章提出了条件扩散模型的高效采样算法，通过分析引导采样的不稳定性

的因素，提出了一种专为引导采样设计的高阶采样器，该采样器同时适用于扩散

随机微分方程和扩散常微分方程，在无需训练的前提下极大地提升了条件扩散模

型的采样稳定性和采样速度，并可用于大规模的多模态扩散模型的加速采样。

7.2 未来工作展望

本文系统地研究了可逆生成模型在表达能力、训练难度和推断速度上存在的

问题，分别针对其表达能力不足、训练开销昂贵、推断速度极慢等问题，设计更强

表达能力的可逆生成模型，开发高效的训练和推断算法，一定程度上解决了上述

问题，取得了阶段性成果。但是可逆生成模型的建模、训练与推断等方面还有很

多极具挑战性的问题待解决，具体可以概括为以下三方面：

• 对离散数据（如文本）的高效建模：目前，可逆生成模型在大规模的高维连

续数据建模任务中取得了一系列重大进展，其建模效果显著优于其它类型的
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深度生成模型。然而，由于可逆生成模型依赖于实数空间的可逆映射，其无

法直接应用于离散数据类型例如文本数据。尽管已有工作针对文本数据单独

设计了离散类型的扩散模型 [144-145]或隐空间编码器 [146]，但可逆生成模型的

建模效果仍然弱于自回归模型 [147-148]。由于文本数据是多模态大模型的核心

模态，如何基于可逆生成模型高效地建模文本数据将是未来多模态大模型研

究的核心问题之一，也是本文后续工作的一大重点。

• 建立表达能力强、训练稳定、推断快速的深度生成模型：由于扩散模型和自

回归模型都有表达能力强、训练稳定的优势，其在文本、图像、视频、音频等

诸多任务中已经展现了惊人的应用价值。对于自回归模型而言，串行推断是

该类模型本质的特性，因此长文本的缓慢推断速度和昂贵开销是不可避免的

问题；对于扩散模型而言，尽管本文提出的 DPM-Solver和 DPM-Solver++可

以在仅仅 10步到 20步之间完成扩散模型的高效采样，但当采样步数进一步
减少时，所有已有方法的采样质量都急剧下降。因此，当前深度生成模型研

究的最本质问题之一即为如何设计一类同时具有表达能力强、训练稳定、推

断快速这三大特性的深度生成模型。一种可行的思路是基于扩散常微分方程

函数解的蒸馏 [149]或一致性训练 [150]，但其生成效果仍然弱于原始扩散模型。

如何在保证推断速度的前提下进一步提升该类模型的生成质量，是当前领域

的研究热点，也是迈向大一统的深度生成模型的必经之路。

• 基于大规模多模态预训练的通用人工智能：已有的大规模预训练模型通常基

于单独的文本数据或文本-图像数据对进行训练，其多模态能力极大地依赖

于文本模态的建模能力，而这通常与其余模态的训练是解耦合的。如何基于

将大规模、无标注的多模态数据对生成模型充分地进行预训练并提高其在不

同模态的建模能力，解决生成模型的 “幻觉”问题并增强模型对真实物理世

界的对齐，是未来生成模型研究的长远目标。这既需要基于上述两个方面的

科研突破，也需要根据不同模态的数据类型设计对应的神经网络架构及对齐

算法，是机器学习与计算机系统工程结合的重要研究课题之一。
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深度生成模型是一类将深度神经网络与贝叶斯方法有机融合的机器学习模型，

能够描述复杂数据（如图像、文本等）的分布，并用于新数据的生成。该论文针对

可逆生成模型的若干基本问题开展研究，设计灵活的新模型和高效的新算法，论

文选题具有重要的理论意义和实用价值。论文的主要创新成果为：

1. 针对离散时间标准化流模型表达能力受限的问题，提出了一种基于隐函数定

义的隐式标准化流模型，显著提升了模型表达能力和描述图像数据的性能。

2. 针对连续时间标准化流模型的最大似然训练开销较大的问题，提出了一种误

差可控的高阶去噪分数匹配算法，避免了连续时间标准化流模型所依赖的常

微分方程求解器的昂贵开销。

3. 针对无条件扩散模型采样速度慢的问题，提出了一种无需训练的快速高阶扩

散常微分方程求解器，显著提升了无条件扩散模型的采样速度。

4. 针对条件扩散模型的采样速度慢以及少步采样不稳定的问题，提出了一种求

解扩散常微分方程和扩散随机微分方程的无需训练的快速采样算法，显著提

升了条件扩散模型的采样速度和稳定性。

该论文成果丰富，理论研究与实际应用相结合。论文提出的部分高效算法成

果已被开源社区广泛引用，是求解扩散模型的最快采样算法之一。论文结构合理，

书写规范，描述清晰，是一篇优秀的博士学位论文。
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论文研究可逆深度生成式模型的表达和计算问题，选题具有重要的理论意义

和应用价值。

论文的主要创新性成果如下：

1. 针对离散时间流模型，提出了一种基于隐函数定义的隐式流模型，增强了其

表达能力；

2. 针对连续时间流模型，提出了一种误差可控的高阶去噪分数匹配算法，提高

了扩散常微分方程最大似然训练的效率；

3. 针对无条件扩散模型，利用扩散常微分方程的半线性特性，提出了一种无需

训练的高阶常微分方程求解器，显著提升了该类模型的采样速度；

4. 针对条件扩散模型，基于数据预测的重参数化形式，提出了一种高阶引导采

样算法，显著提升了该类模型的采样速度和稳定性。

论文工作表明，作者已掌握本学科领域坚实宽广的基础理论和系统深入的专

门知识，独立从事科研工作的能力强。论文写作规范，结构合理，叙述清楚。答辩

过程中表述流畅，回答问题正确，是一篇优秀的博士论文。答辩委员会经无记名

投票表决，一致同意通过论文答辩，并建议授予路橙同学工学博士学位。
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